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Luku 1
Johdanto
Singulaaristen integraalien teorialla on suuri merkitys muun muassa Fourier-analyysissä,
harmonisessa analyysissä ja osittaisdiﬀerentiaaliyhtälöiden teoriassa. Tässä tutkielmas-
sa tutkimme singulaarisia integraalioperaattoreita, jotka ovat konvoluutio-tyyppisiä.
Osoitamme rajoitettujen translaatioinvarianttien integraalioperaattoreiden olevan
konvoluutio-tyyppisiä. Tämän jälkeen tarkastelemme, millaiset ytimen ominaisuudet
takaavat singulaaristen konvoluutio-operaattoreiden rajoittuneisuuden. Päätulokse-
namme osoitamme konvoluutio-operaattoreiden olevan rajoitettuja, jos niiden ydimet
toteuttavat tietyt suuruus-, sileys- ja kumoutumisehdot.
Singulaarinen integraalioperaattori on muotoa
Tf(x) = lim
ε→0
∫
|x−y|>ε
K(x, y)f(y)dy,
missä ydin K : Rn×Rn → R on singulaarinen (toisin sanoen ei-määritelty) diagonaalilla
x = y. Singulaariset integraalit ovat joko konvoluutiotyyppiä tai ei-konvoluutiotyyppiä.
Tässä tutkielmassa tutkimme ainoastaan konvoluutio-tyyppisiä singulaarisia integraaleja.
Konvoluutio-tyyppinen integraalioperaattori on muotoa
Tf(x) = lim
ε→0
∫
|x−y|>ε
K(x− y)f(y)dy.
Hilbert-muunnos on singulaaristen konvoluutio-operaattoreiden prototyyppi:
Hf(x) := p.v.
1
pi
∫ ∞
−∞
f(y)
x− ydy = p.v.
1
pi
∫ ∞
−∞
f(x− y)
y
dy.
Hilbert-muunnoksen yksinkertaisuuden takia aloitamme singulaaristen konvoluutio-
operaattoreiden tutkimisen tarkastelemalla ensin Hilbert-muunnosta yksityiskohtaisesti.
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Tämän jälkeen pääsemme päätulokseemme, jossa laajennamme Lp-rajoittuneisuuden
koskemaan yleisiä konvoluutio-tyyppisiä integraalioperaattoreita, joiden ytimillä on
samanlaiset ominaisuudet kuin Hilbert-muunnoksen ytimellä.
Fourier-analyysi ja singulaariset integraalit kytkeytyvät vahvasti toisiinsa, joten aloi-
tamme kertaamalla luvussa 2 Fourier-analyysin keskeisiä tuloksia. Luvussa 3 esittelemme
singulaaristen integraalien tutkimiseen tarvittavia tärkeitä työkaluja: määrittelemme hei-
kon tyypin epäyhtälöt ja esittelemme Marcinkiewiczin interpolaatiolauseen sekä Calderón-
Zygmundin hajotelman. Luvussa 4 tarkastelemme Hilbert-muunnosta ja osoitamme sen
olevan heikkoa tyyppiä (1, 1) ja Lp-rajoittunut, kun 1 < p < ∞. Luvun 5 ensimmäises-
sä kappaleessa osoitamme rajoitettujen translaatioinvarianttien operaattoreiden olevan
konvoluutio-tyyppisiä. Toisessa kappaleessa osoitamme, että tietyt ytimen ominaisuu-
det takaavat konvoluutio-tyyppisten operaattoreiden rajoittuneisuuden. Tarkastelemme
konvoluutio-tyyppisiä integraalioperaattoreita, joiden ytimillä on samanlaiset suuruus-,
sileys- ja kumoutumisehdot kuin Hilbert-muunnoksen ytimellä, ja osoitamme, että myös
nämä operaattorit ovat Lp-rajoitettuja, kun 1 < p < ∞. Luvussa 6 esittelemme joitakin
esimerkkejä, joissa sovellamme käsiteltyä teoriaa.
Kertausluvussa 2 Rieszin esityslause perustuu lähteeseen [6], muuten luku perustuu
lähteeseen [1]. On hyvä huomata, että lähteessä [1] Fourier-muunnoksen määritelmä on
hieman erilainen kuin valitsemamme määritelmä. Tästä johtuen esimerkiksi Planchere-
lin ja Parsevalin lauseet ovat hieman eri muodossa lähteessä [1]. Lauseiden todistukset
menevät kuitenkin aivan samaan tapaan kummallekin määritelmälle. Luku 3 perustuu
lähteeseen [2]. Luku 4 perustuu lähteisiin [1], [2] ja [3]. Luvun 5 kappale 5.1 perustuu
lähteisiin [2], [3] ja [4]; kappale 5.2 perustuu lähteisiin [2], [3] ja [5].
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Luku 2
Fourier-analyysin kertausta
Tässä luvussa kertaamme erityisesti Fourier-analyysin keskeisiä määritelmiä ja tuloksia.
Määritelmä 2.1. Olkoon f ∈ L1(Rn), n ≥ 1. Funktion f Fourier-muunnos on
(2.2) fˆ(ξ) :=
∫
Rn
f(x)e−2piix·ξdx,
missä x ·ξ = x1ξ1 +x2ξ2 + · · ·+xnξn. Fourier-muunnosta voidaan merkitä myös symbolilla
F .
Luetellaan joitakin Fourier-muunnoksen ominaisuuksia funktiolle f ∈ L1(Rn):
‖fˆ‖∞ ≤ ‖f‖1 ja fˆ on jatkuva;(2.3)
Jos P on polynomi, P (D) diﬀerentiaalioperaattori ja f ∈ Ck, k = deg(P ),(2.4)
niin P (D)fˆ(ξ) = (P (−2piix)f(x))̂(ξ) ja (P (D)f )̂(ξ) = P (2piiξ)fˆ(ξ);
Jos fˆ ∈ L1(Rn), niin f(x) =
∫
Rn
fˆ(ξ)e2piix·ξdξ.(2.5)
Viimeisen ominaisuuden innoittamana määritellään käänteinen Fourier-muunnos
F−1: kun g ∈ L1(Rn), niin F−1g(x) := ∫Rn g(ξ)e2piix·ξdξ. Operaattori F−1 todella on
Fourier-muunnoksen käänteisoperaattori kun f, fˆ ∈ L1, sillä ominaisuuden (2.5) mukaan
F−1(fˆ)(x) = f(x).
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Funktioiden f , g : Rn → C konvoluutio määritellään
(2.6) (f ∗ g)(x) :=
∫
Rn
f(x− y)g(y)dy,
jos integraali on hyvin määritelty. Jos f , g ∈ L1(Rn), niin f ∗ g ∈ L1(Rn) ja
(2.7) (f̂ ∗ g)(ξ) = fˆ(ξ)gˆ(ξ).
Olkoon nyt f ∈ L2(Rn). Funktion f Fourier-muunnos määritellään
(2.8) fˆ(ξ) := lim
M→∞
∫
B(0,M)
f(x)e−2piix·ξdx,
missä suppeneminen tapahtuu L2-normin mielessä. Plancherelin lauseen mukaan Fourier-
muunnos on isometria avaruudelta L2 itselleen:
(2.9) ‖fˆ‖2 = ‖f‖2.
Parsevalin lause taas sanoo, että kaikille f, g ∈ L2 pätee
(2.10)
∫
f(x)g(x)dx =
∫
fˆ(x)gˆ(x)dx.
Jos 1 ≤ p ≤ 2 ja f ∈ Lp(Rn), niin fˆ ∈ Lq(Rn) siten, että 1
p
+ 1
q
= 1 (siis q on p:n
duaalieksponentti). Erityisesti
(2.11)
∥∥∥∥fˆ(ξ)− ∫
B(0,M)
f(x)e−2piix·ξdx
∥∥∥∥
q
→ 0 kun M →∞.
Määritelmä 2.12. Funktio f kuuluu Schwartzin luokkaan S(Rn), jos se on äärettömästi
derivoituva ja kaikki sen derivaatat häviävät äärettömyydessä nopeasti; tarkalleen ottaen
S(Rn) = {f ∈ C∞(Rn) : sup
|α|≤N
sup
x∈Rn
(1 + |x|2)N |Dαf(x)| =: pN(f) <∞ kaikilla N ∈ N}.
Schwartzin luokka on tiheä avaruudessa Lp(Rn), 1 ≤ p <∞. Erityisesti S ⊂ L1, joten
(2.2) määrittelee Fourier-muunnoksen myös Schwartzin luokassa.
Määritelmä 2.13. Temperoitu distribuutio on jatkuva lineaarikuvaus S(Rn)→ C.
Temperoitujen distribuutioiden avaruutta merkitään S ′. Käytämme tilanteesta riip-
puen ekvivalentteja merkintöjä T (f) = 〈T, f〉, kun T ∈ S ′ ja f ∈ S.
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Lause 2.14. Operaattori T : S(Rn) → C on temperoitu distribuutio, jos ja vain jos on
olemassa N ∈ N ja C <∞ siten, että |T (f)| ≤ CpN(f) kaikille f ∈ S(Rn).
Todistus. Katso [1] Lause 12.3.
Temperoidun distribuution T ∈ S ′ Fourier-muunnos on temperoitu distribuutio Tˆ ,
joka määritellään
(2.15) Tˆ (f) = T (fˆ), f ∈ S.
Kun f ∈ S ja T ∈ S ′, määritellään niiden tulo siten, että
(2.16) 〈fT, g〉 := T (fg), g ∈ S.
Tulo fT on hyvin määritelty temperoitu distribuutio.
Temperoidun distribuution T ja funktion f ∈ S konvoluutio on temperoitu distribuutio
f ∗ T , joka määritellään kaavalla
(2.17) ̂(f ∗ T ) := fˆ Tˆ .
Konvoluutio on hyvin määritelty: f ∈ S ja T ∈ S ′ =⇒ fˆ ∈ S ja Tˆ ∈ S ′, joten tulo fˆ Tˆ
on hyvin määritelty temperoitu distribuutio.
Toisaalta konvoluutio voidaan määritellä myös eri tavalla: f ∗ T on funktio, joka saa-
daan kaavasta
(2.18) (f ∗ T )(x) := 〈T, f(x− ·)〉.
Näin muotoiltu konvoluutio on hyvin määritelty, sillä jos f ∈ S, niin myös f(x− ·) ∈ S.
Voidaan osoittaa, että konvoluutio on jatkuva funktio, ja että esitetyt kaksi konvoluution
määrittelytapaa antavat itse asiassa saman lopputuloksen (katso [1] Lause 12.17).
Seuraavat tulokset osoittautuvat myöhemmissä todistuksissa hyödyllisiksi:
Lause 2.19. Olkoot E ja F Banach-avaruuksia. Olkoon V avaruuden E tiheä lineaarinen
aliavaruus. Jos T : V → F on jatkuva lineaarikuvaus, eli toisin sanoen on olemassa vakio
C <∞ siten, että
‖Tv‖F ≤ C‖v‖E kaikilla v ∈ V,
niin silloin T laajenee jatkuvaksi lineaarikuvaukseksi T : E → F , jolle ‖T‖ ≤ C.
Todistus. Katso [1] Lause 11.1.
Lause 2.20. Jos f ∈ L1(Rn) ja g ∈ L2(Rn), niin f ∗ g ∈ L2 ja f̂ ∗ g = fˆ gˆ.
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Todistus. Ensinnäkin Minkowskin konvoluutioepäyhtälön (ks. [3] s. 20) nojalla f ∗g ∈ L2.
Merkitään nyt gM := gχB(0,M), jolloin gM → g avaruudessa L2. Minkowskin konvoluutio-
epäyhtälön nojalla
‖f ∗ gM − f ∗ g‖2 = ‖f ∗ (gM − g)‖2 ≤ ‖gM − g‖2‖f‖1 −→ 0,
kunM →∞. Siten f ∗gM → f ∗g avaruudessa L2, joten myös f̂ ∗ gM → f̂ ∗ g avaruudessa
L2 (sillä Fourier-muunnos on Plancherelin lauseen nojalla jatkuva avaruudessa L2). Koska
gM ∈ L1(Rn), niin huomion (2.7) nojalla f̂ ∗ gM = fˆ ĝM . Lisäksi fˆ ∈ L∞ ja ĝM → gˆ
avaruudessa L2, joten
‖f̂ ∗ gM − fˆ gˆ‖2 = ‖fˆ ĝM − fˆ gˆ‖2 ≤ ‖fˆ‖∞‖ĝM − gˆ‖2 −→ 0,
kun M →∞. Siis ollaan saatu
f̂ ∗ g ←− f̂ ∗ gM −→ fˆ gˆ,
joten on oltava f̂ ∗ g = fˆ gˆ.
Lause 2.21 (Chebyshevin epäyhtälö). Olkoon (X,Σ, µ) mitta-avaruus ja f avaruudessa
X määritelty reaali- tai kompleksiarvoinen mitallinen funktio. Tällöin kaikille t > 0 ja
0 < p <∞ pätee
µ({x ∈ X : |f(x)| ≥ t}) ≤ 1
tp
∫
|f |>t
|f |pdµ.
Todistus. Tarkasteltavassa joukossa tp ≤ |f(x)|p, joten
µ({x ∈ X : |f(x)| ≥ t}) =
∫
|f |>t
dµ =
∫
|f |>t
tp
tp
dµ ≤ 1
tp
∫
|f |>t
|f |pdµ.
Lause 2.22. Olkoon 1 < p <∞ ja f ∈ Lp. Tällöin
‖f‖p = sup
{∣∣∣∣∫ fg∣∣∣∣ : g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1} ,
missä q on p : n duaalieksponentti.
Todistus. Olkoon g ∈ Lq siten, että ‖g‖q ≤ 1. Hölderin epäyhtälön nojalla∣∣∣∣∫ fg∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p‖g‖q ≤ ‖f‖p,
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joten
‖f‖p ≥ sup
{∣∣∣∣∫ fg∣∣∣∣ : g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1} .
Olkoon
g(x) =
{
‖f‖1−pp |f(x)|p/f(x) jos f(x) 6= 0
0 jos f(x) = 0.
Tällöin ∣∣∣∣∫ fg∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ f‖f‖1−pp |f |pf
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣‖f‖1−pp ∫ |f |p∣∣∣∣ = ‖f‖p.
Koska 1
p
+ 1
q
= 1, niin q + p = pq. Käyttämällä tätä havaintoa huomataan, että
‖g‖qq =
∫ ∣∣∣∣‖f‖1−pp |f |pf
∣∣∣∣q = ∫ ‖f‖q−pqp |f |pq−q = ‖f‖−pp ∫ |f |p = ‖f‖−pp ‖f‖pp = 1.
Siis on olemassa g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1, siten että ‖f‖p =
∣∣∫ fg∣∣, joten
‖f‖p = sup
{∣∣∣∣∫ fg∣∣∣∣ : g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1} .
Lause 2.23 (Rieszin esityslause). Olkoon 1 ≤ p < ∞ ja q p:n duaalieksponentti. Jos
R : Lq → C on lineaarinen ja jatkuva (eli toisin sanoen rajoitettu), niin on olemassa
yksikäsitteinen h ∈ Lp siten, että
R(g) =
∫
g · h kaikille g ∈ Lq,
ja lisäksi ‖R‖ = ‖h‖p.
Todistus. Katso [6] s. 160-161.
Olkoon h ∈ Lp, 1 < p < ∞, ja määritellään R : Lq → C siten, että R(g) = ∫ g · h.
Lauseen 2.22 mukaan ‖R‖ = ‖h‖p. Siten R on lineaarinen ja rajoitettu, eli R kuuluu ava-
ruuden Lq duaaliin; merkitään R ∈ (Lq)∗. Kun tämä yhdistetään Rieszin esityslauseeseen,
niin saadaan tulos
(2.24) R ∈ (Lq)∗ ⇐⇒ on olemassa h ∈ Lp s.e. R(g) =
∫
g · h.
Lisäksi ‖R‖ = ‖h‖p. Tuloksen nojalla avaruuden Lq duaali on isomorﬁnen avaruuden Lp
kanssa.
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Luku 3
Marcinkiewiczin interpolaatiolause ja
Calderón-Zygmundin hajotelma
Tässä luvussa määrittelemme heikon ja vahvan tyypin epäyhtälöt. Tämän jälkeen pää-
semme luvun päätavoitteeseen eli osoittamaan Marcinkiewiczin interpolaatiolauseen sekä
Calderón-Zygmundin hajotelman.
3.1 Heikon ja vahvan tyypin epäyhtälöt
Olkoot (X,µ) ja (Y, ν) mitta-avaruuksia, ja olkoon T operaattori avaruudelta Lp(X,µ)
mitallisten funktioiden g : Y → C avaruudelle.
Määritelmä 3.1. Sanotaan, että T on heikkoa tyyppiä (p, q), q < ∞, jos on olemassa
C > 0 siten, että kaikilla f ∈ Lp(X,µ) ja λ > 0
ν({y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}) ≤
(
C‖f‖p
λ
)q
.
T on heikkoa tyyppiä (p,∞), jos se on rajoitettu operaattori avaruudelta Lp(X,µ) avaruu-
delle L∞(Y, ν). Operaattori T on vahvaa tyyppiä (p, q), jos se on rajoitettu avaruudelta
Lp(X,µ) avaruudelle Lq(Y, ν).
Jos operaattori on vahvaa tyyppiä (p, q), niin silloin se on myös heikkoa tyyppiä (p, q):
Olkoon T vahvaa tyyppiä (p, q), eli on olemassa C > 0 siten, että ‖Tf‖q ≤ C‖f‖p kaikille
f ∈ Lp. Olkoon f ∈ Lp ja λ > 0. Merkitään Aλ = {y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}, ja huomataan
että kaikille y ∈ Aλ pätee
∣∣∣Tf(y)λ ∣∣∣ > 1. Tämän ja operaattorin T rajoittuneisuuden nojalla
ν(Aλ) =
∫
Aλ
dν ≤
∫
Aλ
∣∣∣∣Tf(y)λ
∣∣∣∣q dν ≤ ‖Tf‖qqλq ≤
(
C‖f‖p
λ
)q
.
9
Seuraava lause yhdistää heikon (p, q) epäyhtälön ja melkein kaikkialla suppenemisen:
Lause 3.2. Olkoon {Tt} kokoelma lineaarisia operaattoreita avaruudelta Lp(X,µ) mital-
listen funktioiden f : X → C avaruudelle. Määritellään
T ∗f(x) = sup
t
|Ttf(x)|.
Jos T ∗ on heikkoa tyyppiä (p, q), niin joukko
{f ∈ Lp(X,µ) : lim
t→t0
Ttf(x) = f(x) m.k.}
on suljettu avaruudessa Lp(X,µ).
Operaattoria T ∗ sanotaan perheeseen {Tt} liittyväksi maksimaalifunktioksi.
Todistus. Merkitään A = {f ∈ Lp(X,µ) : limt→t0 Ttf(x) = f(x) m.k.}. Osoitetaan, että
A on suljettu näyttämällä, että se sisältää kaikki kasautumispisteensä: Olkoon λ > 0 ja
{fn} ⊂ A funktiojono siten, että se suppenee kohti funktiota f avaruudessa Lp(X,µ), siis
‖f − fn‖p → 0. Koska {fn} ⊂ A, niin limt→t0 Ttfn(x) = fn(x) melkein kaikilla x, joten
lim supt→t0 |Ttfn(x)− fn(x)| = 0 melkein kaikilla x. Siten
µ({x ∈ X : lim sup
t→t0
|Ttf(x)− f(x)| > λ})
= µ({x ∈ X : lim sup
t→t0
|Tt(f − fn)(x)− (f − fn)(x)| > λ})
≤ µ({x ∈ X : lim sup
t→t0
|Tt(f − fn)(x)|+ lim sup
t→t0
|(f − fn)(x)| > λ})
≤ µ({x ∈ X : T ∗(f − fn)(x) + |(f − fn)(x)| > λ})
≤ µ({x ∈ X : T ∗(f − fn)(x) > λ/2}) + µ({x ∈ X : |(f − fn)(x)| > λ/2})
≤
(
2C
λ
‖f − fn‖p
)q
+
(
2
λ
‖f − fn‖p
)p
,
missä viimeinen epäyhtälö seuraa ensimmäiseen termiin käytetystä operaattorin T ∗ hei-
kosta (p, q)-ominaisuudesta ja toiseen termiin käytetystä Chebyshevin epäyhtälöstä. Koska
‖f − fn‖p → 0, kun n→∞, niin
µ({x ∈ X : lim sup
t→t0
|Ttf(x)− f(x)| > λ}) = 0.
Siten
µ({x ∈ X : lim sup
t→t0
|Ttf(x)− f(x)| > 0})
≤
∞∑
k=1
µ({x ∈ X : lim sup
t→t0
|Ttf(x)− f(x)| > 1/k})
= 0,
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eli limt→t0 Ttf(x) = f(x) melkein kaikilla x. Siis f ∈ A.
3.2 Marcinkiewiczin interpolaatiolause
Äskeisessä kappaleessa näytettiin, että operaattorin vahvan tyypin ominaisuudesta seu-
raa myös heikon tyypin ominaisuus. Pätisikö sama myös toisinpäin? Osoittautuu, että
vastakkainen tulos ei päde suoraan, mutta se pätee tietyin ehdoin. Tämä tulos esitetään
seuraavaksi muotoiltavassa Marcinkiewiczin interpolaatiolauseessa.
Määritellään lausetta varten sublineaarisuuden käsite: mitallisten funktioiden avaruuk-
sien välillä operoiva funktio T on sublineaarinen, jos
|T (f + g)(x)| ≤ |Tf(x)|+ |Tg(x)| ja
|T (λf)| = |λ||Tf | kaikilla λ ∈ C.
Lause 3.3 (Marcinkiewiczin interpolaatiolause). Olkoot (X,µ) ja (Y, ν) mitta-avaruuksia
ja 1 ≤ p1 < p2 ≤ ∞. Olkoon T sublineaarinen operaattori avaruudelta Lp1(X,µ) +
Lp2(X, ν) mitallisten funktioiden g : Y → C avaruudelle siten, että T on heikkoa tyyppiä
(p1, p1) ja (p2, p2). Tällöin T on vahvaa tyyppiä (p, p) kaikille p1 < p < p2.
Osoitetaan ensin interpolaatiolauseen todistuksessa hyödylliseksi osoittautuva lemma.
Määritellään lemmaa varten distribuutiofunktion käsite: Olkoon (X,µ) mitta-avaruus ja
f : X → C mitallinen funktio. Funktion f (mittaan µ liittyvä) distribuutiofunktio on
funktio af : (0,∞)→ [0,∞],
af (λ) = µ({x ∈ X : |f(x)| > λ}).
Lemma 3.4. Olkoon f : X → C mitallinen funktio. Tällöin
(3.5) ‖f‖pp = p
∫ ∞
0
λp−1af (λ)dλ.
Todistus. Määritellään φ : [0,∞)→ [0,∞) siten, että φ(λ) = λp. Huomataan ensin, että
‖f‖pp =
∫
X
φ(|f(x)|)dµ =
∫
X
∫ |f(x)|
0
φ′(λ)dλdµ =
∫
X
∫ ∞
0
χ[0,|f(x)|](λ)φ′(λ)dλdµ
ja
p
∫ ∞
0
λp−1af (λ)dλ =
∫ ∞
0
φ′(λ)af (λ)dλ =
∫ ∞
0
∫
X
χ{x∈X:|f(x)|>λ}(x)φ′(λ)dµdλ.
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Tarkastellaan nyt äskeisiä karakteristisia funktioita:
χ{x∈X:|f(x)|>λ}(x) =
{
1 jos 0 ≤ λ < |f(x)|
0 jos λ ≥ |f(x)|
ja
χ[0,|f(x)|](λ) =
{
1 jos 0 ≤ λ ≤ |f(x)|
0 jos λ > |f(x)| .
Karakteristiset funktiot määräävät siten oleellisesti samat funktiot (funktiot saavat eri
arvon yhdessä pisteessä, mutta tällä ei ole merkitystä integroinnin kannalta), joten kun
integrointijärjestystä vaihdetaan Fubinin lauseen nojalla, saadaan
‖f‖pp =
∫
X
∫ ∞
0
χ[0,|f(x)|](λ)φ′(λ)dλdµ =
∫ ∞
0
∫
X
χ{x∈X:|f(x)|>λ}(x)φ′(λ)dµdλ = p
∫ ∞
0
λp−1af (λ)dλ.
Todistetaan nyt interpolaatiolause:
Marcinkiewiczin interpolaatiolauseen todistus. Olkoot 1 ≤ p1 < p2 ≤ ∞ ja f ∈ Lp,
p1 < p < p2. Jaetaan f kahteen osaan jokaiselle λ > 0: f = f1 + f2, missä
f1 = fχ{x:|f(x)|>cλ} ja
f2 = fχ{x:|f(x)|≤cλ}.
Tässä c on vakio, joka kiinnitetään myöhemmin. Huomataan ensiksi, että f1 ∈ Lp1(X,µ)
ja f2 ∈ Lp2(Y, ν):∫
X
|f1|p1dµ =
∫
|f |>cλ
|f |p1dµ =
∫
|f |>cλ
|f |p|f |p1−pdµ ≤
∫
|f |>cλ
|f |p|cλ|p1−pdµ ≤ (cλ)p1−p‖f‖pp <∞
ja∫
X
|f2|p2dµ =
∫
|f |≤cλ
|f |p2dµ =
∫
|f |≤cλ
|f |p|f |p2−pdµ ≤
∫
|f |≤cλ
|f |p|cλ|p2−pdµ ≤ (cλ)p2−p‖f‖pp <∞.
Ensimmäiset arviot perustuivat siihen, että p1 < p < p2 ja viimeiset arviot siihen, että
f ∈ Lp.
Huomataan sitten, että operaattorin T sublineaarisuuden nojalla
|Tf(x)| = |T (f1 + f2)(x)| ≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)|,
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joten
aTf (λ) = µ({x ∈ X : |Tf(x)| > λ})
≤ µ({x ∈ X : |Tf1(x)|+ |Tf2(x)| > λ})
≤ µ({x ∈ X : |Tf1(x)| > λ/2}) + µ({x ∈ X : |Tf2(x)| > λ/2})
= aTf1(λ/2) + aTf2(λ/2).
Todistetaan sitten lause kahdessa osassa: ensin tapaus p2 =∞ ja sitten tapaus p2 <∞.
Tapaus p2 =∞: Koska T on heikkoa tyyppiä (∞,∞), on olemassa vakio A2 siten, että
‖Tg‖∞ ≤ A2‖g‖∞ kaikille g ∈ L∞(X, ν). Valitaan nyt c = 1/(2A2). Äsken osoitettiin,
että f2 ∈ L∞, ja lisäksi määritelmän nojalla ‖f2‖∞ ≤ cλ, joten
|Tf2(x)| ≤ A2‖f2‖∞ ≤ A2cλ =
A2λ
2A2
= λ/2.
Siten aTf2(λ/2) = 0.
Heikon (p1, p1) ominaisuuden nojalla on olemassa vakio A1 siten, että
aTf1(λ/2) ≤
(
2A1‖f1‖p1
λ
)p1
.
Lemman 3.4 nojalla
‖Tf‖pp = p
∫ ∞
0
λp−1aTf (λ)dλ ≤ p
∫ ∞
0
λp−1(aTf1(λ/2) + aTf2(λ/2))dλ.
Käyttämällä tulosta aTf2(λ/2) = 0, saatua arviota termille aTf1(λ/2) sekä Fubinin lauset-
ta, saadaan
‖Tf‖pp ≤ p
∫ ∞
0
λp−1−p1(2A1)p1‖f1‖p1p1dλ
= p
∫ ∞
0
λp−1−p1(2A1)p1
∫
{x:|f(x)|>cλ}
|f(x)|p1dµdλ
= p(2A1)
p1
∫
X
|f(x)|p1
∫ |f(x)|/c
0
λp−1−p1dλdµ
= p(2A1)
p1
∫
X
|f(x)|p1 1
p− p1
( |f(x)|
c
)p−p1
dµ
=
p
p− p1 (2A1)
p1(2A2)
p−p1‖f‖pp.
Siten T on vahvaa tyyppiä (p, p).
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Tapaus p2 < ∞: Heikkojen epäyhtälöiden nojalla on olemassa vakiot A1 ja A2 siten,
että
aTfj(λ/2) ≤
(
2Aj‖fj‖pj
λ
)pj
, j = 1, 2.
Valitaan vakio c siten, että c = 1/(2A2). Samaan tapaan kuin tapauksen p2 = ∞ todis-
tuksessa saadaan
‖Tf‖pp ≤ p
∫ ∞
0
λp−1−p1(2A1)p1
∫
{x:|f(x)|>cλ}
|f(x)|p1dµdλ
+ p
∫ ∞
0
λp−1−p2(2A2)p2
∫
{x:|f(x)|≤cλ}
|f(x)|p2dµdλ
= p(2A1)
p1
∫
X
|f(x)|p1
∫ |f(x)|/c
0
λp−1−p1dλdµ
+ p(2A2)
p2
∫
X
|f(x)|p2
∫ ∞
|f(x)|/c
λp−1−p2dλdµ
=
(
p2p1Ap11
(p− p1)(cp−p1) +
p2p2Ap22
(p2 − p)(cp−p2)
)
‖f‖pp
= p2p
(
Ap11 A
p−p1
2
p− p1 +
Ap2
p2 − p
)
‖f‖pp.
Siis T on vahvaa tyyppiä (p, p).
3.3 Calderón-Zygmundin hajotelma
Tämän kappaleen tavoitteena on muotoilla ja todistaa Calderón-Zygmundin hajotelmaksi
kutsuttu avaruuden Rn hajotelma. Kyseinen hajotelma auttaa annetun funktion f tar-
kastelussa jakamalla avaruuden Rn kahteen osaan: osaan, jossa f on rajoitettu annetulla
vakiolla (eli f on "hyvä"), ja osaan, jossa f ei ole rajoitettu kyseisellä vakiolla (eli f on
"huono"). Huono osa jaetaan edelleen kuutioihin. Hajotelma antaa välineet funktion f
tarkasteluun myös huonossa osassa, sillä vaikka f ei ole rajoitettu kuutioissa, sen keskiar-
vo jokaisen kuution yli on rajoitettu. Ennen kuin voidaan muotoilla ja todistaa hajotelma,
määritellään ensin dyadisten kuutioiden ja dyadisen maksimaalifunktion käsite.
Avaruudessa Rn oikealle avoin yksikkökuutio määritellään [0, 1)n. Olkoon Q0 niiden
avaruuden Rn kuutioiden kokoelma, jotka ovat kongruentteja yksikkökuution [0, 1)n kans-
sa ja joiden kärjet ovat joukossa Zn. Skaalataan tätä perhettä kertoimella 2−k, jolloin
saadaan kokoelma Qk, k ∈ Z. Perhe Qk on siis niiden oikealle avoimien kuutioiden ko-
koelma, joiden kärjet ovat joukon (2−kZ)n vierekkäisiä pisteitä. Yhdisteen
⋃
kQk kuutioita
sanotaan dyadisiksi kuutioiksi.
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Dyadisten kuutioiden määritelmästä saadaan välittömästi seuraavat ominaisuudet:
(1) annettu piste x ∈ Rn sisältyy kaikille k täsmälleen yhteen perheen Qk kuutioon;
(2) annetut kaksi dyadista kuutiota ovat joko pistevieraita tai toinen kuutioista sisältää
toisen kokonaisuudessaan;
(3) perheen Qk dyadinen kuutio sisältyy kaikille j < k täsmälleen yhteen perheen Qj
kuutioon.
Olkoon f lokaalisti integroituva funktio, siis f ∈ L1
loc
(Rn). Määritellään
Ekf(x) =
∑
Q∈Qk
(
1
|Q|
∫
Q
f
)
χQ(x).
Tässä merkintä |Q| tarkoittaa kuution Q n-ulotteista tilavuutta eli Lebesguen mittaa.
Funktiota Ekf sanotaan funktion f ehdolliseksi odotusarvoksi (perheen Qk virittämän
σ-algebran suhteen).
Tehdään seuraavaksi muutama huomio ehdollisen odotusarvon ominaisuuksista. En-
sinnäkin, annetun kuution Q ∈ Qk kaikille pisteille x pätee
(3.6) Ekf(x) =
1
|Q|
∫
Q
f.
Toiseksi, jos Ω on äärellinen yhdiste perheen Qk kuutioita, niin
(3.7)
∫
Ω
Ekf =
∫
Ω
f.
Määritellään dyadinen maksimaalifunktio
(3.8) Mdf(x) = sup
k
|Ekf(x)|.
Muotoillaan ja osoitetaan seuraavaksi kaksi tulosta, joita käytetään Calderón-Zygmundin
hajotelman todistuksessa.
Lause 3.9.
(1) Dyadinen maksimaalifunktio on heikkoa tyyppiä (1, 1).
(2) Jos f ∈ L1
loc
, niin lim
k→∞
Ekf(x) = f(x) melkein kaikilla x.
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Todistus. (1) Olkoon f ∈ L1 ja λ > 0. Voidaan olettaa, että f on ei-negatiivinen funktio,
sillä jos f on reaalinen, se voidaan jakaa positiivisiin ja negatiivisiin osiin, ja jos taas f on
kompleksinen, se voidaan jakaa reaali- ja imaginaariosiin. Lause voidaan todistaa sitten
näille osille samaan tapaan kuin tässä todistetaan ei-negatiivisille funktiolle f .
Tavoitteena on siis osoittaa, että on olemassa vakio C <∞ siten, että
{x ∈ Rn : Mdf(x) > λ} ≤ C‖f‖
λ
.
Määritellään
Ωk = {x ∈ Rn : Ekf(x) > λ ja Ejf(x) ≤ λ jos j < k}.
Siis x ∈ Ωk jos Ekf(x) on ensimmäinen funktion f ehdollinen odotusarvo, joka on suu-
rempi kuin λ.
Perustellaan ensiksi, miksi tarpeeksi pienelle indeksille j joukko Ωj on tyhjä joukko.
Valitaan j ∈ Z siten, että j ≤ − log2(a/λ)1/n, missä a =
∫
Rn f . Tällöin jos x ∈ Q ∈ Qj,
niin Ejf(x) = 1|Q|
∫
Q
f ≤ a|Q| = a(2−j)n = a2jn ≤ a2−n log2(a/λ)
1/n
= λ. Siten Ejf on
korkeintaan λ kaikissa perheen Qj kuutioissa ja joukko Ωj on tyhjä joukko.
Tarkastellaan sitten joukkojen Ωk muodostumista. Äskeisen perustelun nojalla on ole-
massa indeksi j ∈ Z siten, että Ωk = ∅ kaikille k ≤ j. Aloitetaan indeksistä j. Jaetaan
perheen Qj kuutiot pienempiin kuutioihin puolittamalla kuutioiden sivut, ja tarkastel-
laan muodostunutta kuutioperhettä Qj+1. Valitaan kuutiot, joissa ehdollinen odotusarvo
on suurempi kuin λ. Nämä kuutiot muodostavat joukon Ωj+1. Tämän jälkeen jaetaan
valitsematta jääneet kuutiot edelleen pienempiin kuutioihin puolittamalla niiden sivut,
ja tarkastellaan muodostunutta kuutioperhettä Qj+2. Tästä perheestä valitaan taas ne
kuutiot, joissa ehdollinen odotusarvo on suurempi kuin λ, ja nämä kuutiot muodostavat
joukon Ωj+2. Jatketaan näin. Joukot Ωk koostuvat siis niistä kuutioista Q ∈ Qk, joissa eh-
dollinen odotusarvo on suurempi kuin λ, eli huomion 3.6 nojalla niistä kuutioista Q ∈ Qk,
joiden yli funktion f keskiarvo on suurempi kuin λ.
Äskeisen päättelyn nojalla jokainen joukko Ωk voidaan kirjoittaa perheen Qk joidenkin
kuutioiden yhdisteenä, joten huomion (3.7) mukaisesti
∫
Ωk
Ekf =
∫
Ωk
f . Lisäksi joukkojen
Ωk määritelmästä nähdään, että
⋃
k Ωk = {x ∈ Rn : Mdf(x) > λ}, joten
|{x ∈ Rn : Mdf(x) > λ}| =
∑
k
|Ωk|
=
∑
k
∫
Ωk
1
≤
∑
k
1
λ
∫
Ωk
Ekf
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=
1
λ
∑
k
∫
Ωk
f
≤ 1
λ
‖f‖1.
(2) Osoitetaan ensin, että lim
k→∞
Ekf(x) = f(x) melkein kaikilla x, kun f ∈ L1. Äsken
osoitettiin, että Md on heikkoa tyyppiä (1, 1). Siten Lauseen 3.2 nojalla joukko A := {f ∈
L1 : limk→∞Ekf(x) = f(x) m.k.} on suljettu avaruudessa L1. Olkoon nyt x ∈ Rn ja f
jatkuva kompaktikantajainen funktio, eli f ∈ Cc. Olkoon Q se perheen Qk kuutio, joka
sisältää pisteen x. Kun k → ∞, niin kuutio Q pienenee lähestyen pistettä x. Funktion f
jatkuvuuden nojalla f :n keskiarvo yli kuution Q lähestyy tällöin f :n arvoa pisteessä x, eli
lim
k→∞
Ekf(x) = f(x) melkein kaikilla x. Siis Cc ⊂ A. Koska Cc on tiheä avaruudessa L1,
niin saadaan
L1 = Cc ⊂ A ⊂ L1.
Siten A = L1, ja koska joukko A on suljettu, niin A = L1.
Olkoon nyt f ∈ L1
loc
. Olkoon Q ∈ Q0. Koska f = fχQ kuutiossa Q ja fχQ ∈ L1, niin
äsken todistetun nojalla lim
k→∞
Ekf(x) = f(x) melkein kaikilla x ∈ Q. Koska tämä pätee
kaikille kuutioille Q ∈ Q0 ja
⋃
Q∈Q0 Q = R
n, niin itse asiassa lim
k→∞
Ekf(x) = f(x) melkein
kaikilla x ∈ Rn.
Nyt päästään muotoilemaan kappaleen päätulos:
Lause 3.10 (Calderón-Zygmundin hajotelma). Olkoon f ∈ L1 ei-negatiivinen ja λ > 0.
Tällöin on olemassa perhe {Qj} pistevieraita dyadisia kuutioita siten, että
(1) f(x) ≤ λ melkein kaikilla x /∈ ⋃j Qj;
(2)
∣∣∣⋃j Qj∣∣∣ ≤ 1λ‖f‖1;
(3) λ < 1|Qj |
∫
Qj
f ≤ 2nλ.
Todistus. Olkoon Ωk kuten Lauseen 3.9 todistuksessa. Muodostetaan joukkojen Ωk ha-
jotelma samaan tapaan kuin äsken: jokainen Ωk voidaan esittää yhdisteenä perheen Qk
pistevieraista dyadisista kuutioista. Osoitetaan nyt, että näistä kuutioista muodostettu
perhe toteuttaa lauseen kriteerit.
(1) Olkoon x /∈ ⋃j Qj, jolloin x /∈ Ωk millään indeksillä k. Siten Ejf(x) ≤ λ kaikilla
indekseillä j, eli limj→∞Ejf(x) ≤ λ. Koska f ∈ L1 ⊂ L1loc, niin edellisen lauseen kohdan
(2) nojalla f(x) = limj→∞Ejf(x) melkein kaikilla x /∈
⋃
j Qj. Siten f(x) ≤ λ melkein
kaikilla x /∈ ⋃j Qj.
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(2) Kuten Lauseen 3.9 heikon (1, 1) epäyhtälön todistuksessa:∣∣∣∣∣⋃
j
Qj
∣∣∣∣∣ ≤∑
k
|Ωk| ≤ 1
λ
‖f‖1.
(3) Olkoon Qi ∈ {Qj}. Tällöin Qi ⊂ Ωk jollekin k, ja siten joukon Ωk määritelmän
nojalla 1|Qi|
∫
Qi
f > λ. Olkoon sitten Q˜i se dyadinen kuutio, joka sisältää kuution Qi,
mutta jonka sivut ovat kaksi kertaa yhtä pitkät. Tällöin funktion f keskiarvo kuution Q˜i
yli on korkeintaan λ, sillä jos keskiarvo olisi suurempi kuin λ, niin kuutio Q˜i olisi valittu
joukkoon Ωk−1 ja Qi 6⊂ Ωk. Lisäksi |Q˜i|/|Qi| = 2n, joten
1
|Qi|
∫
Qi
f ≤ |Q˜i||Qi|
1
|Q˜i|
∫
Q˜i
f ≤ 2nλ.
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Luku 4
Hilbert-muunnos
Tämän luvun tarkoituksena on määritellä Hilbert-muunnos Lp(R)-avaruuksissa, 1 ≤ p <∞,
ja osoittaa muunnoksen Lp-rajoittuneisuus. Ensin määrittelemme Hilbert-muunnoksen
Schwartzin avaruudessa, jonka jälkeen muunnos laajennetaan Lp-avaruuksiin Kolmogoro-
vin ja M. Rieszin lauseiden avulla.
4.1 Pääarvointegraali ja Hilbert-muunnos
Määritelmä 4.1. Kun x ∈ R, funktion 1/x pääarvointegraali määritellään
(4.2) p.v.
∫ ∞
−∞
1
x
φ(x)dx := lim
ε→0
∫
|x|>ε
1
x
φ(x)dx, φ ∈ S(R).
Pääarvointegraali suppenee kaikilla φ ∈ S ja itse asiassa se määrittelee temperoidun
distribuution
p.v.
1
x
: φ→ p.v.
∫ ∞
−∞
1
x
φ(x)dx, φ ∈ S.
Tämä nähdään helposti, kun integraali kirjoitetaan muodossa∫
|x|>ε
1
x
φ(x)dx =
∫
ε<|x|<1
φ(x)− φ(0)
x
dx+
∫
|x|>1
1
x
φ(x)dx.
Edellinen yhtäsuuruus pätee, sillä funktion 1/x integraali yli välin ε < |x| < 1 on nolla
parittomuuden takia. Huomataan sitten, että∣∣∣∣∫|x|>1 φ(x)x dx
∣∣∣∣ ≤ ∫|x|>1 |xφ(x)|x2 dx ≤ 2‖xφ‖∞.
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Väliarvolauseen nojalla |φ(x)− φ(0)| ≤ |x|‖φ′‖∞ kaikille |x| ≤ 1, joten∣∣∣∣∫|x|<1 φ(x)− φ(0)x dx
∣∣∣∣ ≤ ∫|x|<1
∣∣∣∣φ(x)− φ(0)x
∣∣∣∣dx ≤ ∫|x|<1‖φ′‖∞dx ≤ 2‖φ′‖∞.
Siis limε→0
∫
ε<|x|<1
φ(x)−φ(0)
x
dx on olemassa, ja siten on olemassa myös raja-arvo
lim
ε→0
∫
|x|>ε
1
x
φ(x)dx =
∫
|x|<1
φ(x)− φ(0)
x
dx+
∫
|x|>1
1
x
φ(x)dx.
Yhdistämällä äskeiset arviot saadaan∣∣∣∣limε→0
∫
|x|>ε
1
x
φ(x)dx
∣∣∣∣ ≤ C(‖φ′‖∞ + ‖xφ‖∞).
Näin ollen p.v. 1
x
on rajoitettu operaattori eli temperoitu distribuutio (huomaa, että φ ∈ S,
joten ‖φ′‖∞ ja ‖xφ‖∞ ovat rajoitettuja).
Vastaavalla tavalla voidaan määritellä Hilbert-muunnokseksi kutsuttu pääarvointe-
graali:
Määritelmä 4.3. Olkoon f ∈ S. Funktion f Hilbert-muunnos on pääarvointegraali
(4.4) Hf(x) := p.v.
1
pi
∫ ∞
−∞
f(x− y)
y
dy.
Koska f ∈ S, niin myös f(x− ·) ∈ S. Siten (4.4) suppenee kaikilla f ∈ S ja x ∈ R.
Temperoidun distribuution konvoluution määritelmien (2.18) ja (2.17) nojalla Hilbert-
muunnos voidaan määritellä myös ekvivalenteilla tavoilla
(4.5) Hf =
1
pi
p.v.
1
x
∗ f
ja
(4.6) (Hf )̂(ξ) = −i ξ|ξ| fˆ(ξ).
Lausekkeen (4.6) muoto seuraa siitä, että F(p.v. 1
x
)(ξ) = −pii ξ|ξ| (ks. [1] s. 123).
Soveltamalla ensiksi lausekkeeseen (4.6) Plancherelin lausetta (2.9) ja sitten Parsevalin
lausetta (2.10) nähdään, että kaikille f ∈ S
(4.7) ‖Hf‖2 = ‖f‖2
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ja
(4.8)
∫
Hf · g = −
∫
f ·Hg.
Tuloksen (4.7) mukaan Hilbert-muunnos on jatkuva kuvaus S → L2. Koska S on tiheä
avaruudessa L2, niin Lauseen 2.19 nojalla Hilbert-muunnos voidaan laajentaa jatkuvaksi
kuvaukseksi L2 → L2 siten, että
(4.9) ‖Hf‖2 = ‖f‖2.
4.2 Hilbert-muunnoksen Lp-rajoittuneisuus
Esimerkissä 4.15 tulemme osoittamaan, että Hilbert-muunnos ei ole L1- tai L∞-rajoitettu
operaattori. Sen sijaan Hilbert-muunnoksen voidaan osoittaa olevan heikkoa tyyppiä (1, 1)
ja Lp-rajoittunut, kun 1 < p < ∞. Näiden tulosten avulla Hilbert-muunnos voidaan
laajentaa avaruuteen Lp, 1 < p <∞.
Lause 4.10. Olkoon f ∈ S(R). Tällöin
(1) (Kolmogorov) H on heikkoa tyyppiä (1, 1), eli
|{x ∈ R : |Hf(x)| > λ}| ≤ C
λ
‖f‖1.
(2) (M. Riesz) H on vahvaa tyyppiä (p, p), 1 < p <∞, eli
‖Hf‖p ≤ Cp‖f‖p.
Todistus. (1) Riittää osoittaa lause ei-negatiivisille funktioille, sillä mielivaltainen reaa-
liarvoinen funktio voidaan jakaa sen positiiviseen ja negatiiviseen osaan, ja kompleksiar-
voinen funktio voidaan vastaavasti jakaa reaali- ja imaginaariosiin.
Olkoon siis λ > 0 ja f ∈ S(R) ei-negatiivinen. Sovelletaan funktioon f Calderón-
Zygmundin hajotelmaa, jolloin saadaan perhe pistevieraita välejä {Ij} siten, että
(4.11) f(x) ≤ λ melkein kaikilla x /∈ Ω =
⋃
j
Ij,
(4.12) |Ω| ≤ 1
λ
‖f‖1
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(4.13) λ <
1
|Ij|
∫
Ij
f ≤ 2λ, kaikilla j.
Jaetaan nyt funktio f kahteen osaan: f = g + b, missä
g(x) =
{
f(x) jos x /∈ Ω,
1
|Ij |
∫
Ij
f jos x ∈ Ij,
ja
b(x) =
∑
j
bj(x),
bj(x) =
(
f(x)− 1|Ij|
∫
Ij
f
)
χIj(x).
Hilbert-muunnos on selvästi lineaarinen operaattori, joten Hf = Hg +Hb. Siten
|{x ∈ R : |Hf(x)| > λ}| ≤ |{x ∈ R : |Hg(x)| > λ/2}|+ |{x ∈ R : |Hb(x)| > λ/2}|.
Lauseen todistamiseksi riittää siis osoittaa, että kummallakin termillä on yläraja C
λ
‖f‖1
joillakin vakioilla C.
Arvioidaan ensin termiä, jossa esiintyy Hg. Chebyshevin epäyhtälön ja tuloksen (4.9)
avulla saadaan (huomaa, että g:n määritelmästä seuraa g ∈ L2, joten (4.9) pätee g:lle):
|{x ∈ R : |Hg(x)| > λ/2}| ≤
(
2
λ
)2 ∫
R
|Hg(x)|2dx
=
4
λ2
∫
R
g(x)2dx
≤ 4
λ2
∫
R
2λg(x)dx
=
8
λ
∫
R
g(x)dx
=
8
λ
∫
R
f(x)dx
=
8
λ
‖f‖1.
Tässä toinen epäyhtälö seuraa kohdista (4.11) ja (4.13), toiseksi viimeinen yhtäsuuruus
seuraa suoraan funktion g määritelmästä, ja viimeinen yhtäsuuruus seuraa funktion f
ei-negatiivisuudesta.
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Arvioidaan sitten termiä, jossa esiintyy Hb. Olkoon 2Ij väli, jolla on sama keskipiste
kuin välillä Ij, mutta joka on kaksi kertaa yhtä pitkä. Olkoon Ω∗ =
⋃
j 2Ij. Tällöin |Ω∗| ≤
2|Ω|, joten saadaan
|{x ∈ R : |Hb(x)| > λ/2}| ≤ |Ω∗|+ |{x /∈ Ω∗ : |Hb(x)| > λ/2}|
≤ 2
λ
‖f‖1 +
2
λ
∫
R\Ω∗
|Hb(x)|dx.
Tässä viimeinen epäyhtälö seuraa kohdasta (4.12) ja Chebyshevin epäyhtälöstä.
Huomataan sitten, että |Hb(x)| ≤∑j|Hbj(x)| melkein kaikilla x: Jos summa on äärel-
linen, epäyhtälö seuraa suoraan. Jos taas summa on ääretön,
∑
bj ja
∑
Hbj suppenevat
kohti funktioita b ja Hb avaruudessa L2. Siis Hb(x) =
∑
Hbj(x) melkein kaikilla x, ja
haluttu epäyhtälö seuraa tästä. Näiden havaintojen nojalla huomataan, että heikon (1, 1)
ominaisuuden todistamiseksi riittää osoittaa, että
(4.14)
∑
j
∫
R\2Ij
|Hbj(x)|dx ≤ C‖f‖1.
Merkitään välin Ij keskipistettä cj. Funktion bj kantaja sisältyy väliin Ij, ja lisäksi mää-
ritelmästä nähdään, että
∫
Ij
bj = 0, joten
∫
R\2Ij
|Hbj(x)|dx =
∫
R\2Ij
∣∣∣∣∣
∫
Ij
bj(y)
x− ydy
∣∣∣∣∣dx
=
∫
R\2Ij
∣∣∣∣∣
∫
Ij
bj(y)
(
1
x− y −
1
x− cj
)
dy
∣∣∣∣∣dx
≤
∫
Ij
|bj(y)|
(∫
R\2Ij
|y − cj|
|x− y||x− cj|dx
)
dy
≤
∫
Ij
|bj(y)|
(∫
R\2Ij
|Ij|
|x− cj|2
dx
)
dy.
Tässä integrointijärjestystä vaihdetaan Fubinin lauseen nojalla ja viimeinen epäyhtälö
seuraa yksinkertaisista geometrisista huomioista |y − cj| < |Ij|/2 ja |x− y| > |x− cj|/2.
Tarkastellaan seuraavaksi integraalia
∫
R\2Ij
|Ij |
|x−cj |2dx. Olkoon I = [a, b]. Koska b−c = |I|/2
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ja a− c = −|I|/2, saadaan
∫
R\2I
|I|
|x− c|2dx =
a− |I|
2∫
−∞
|I|
|x− c|2dx+
∞∫
b+
|I|
2
|I|
|x− c|2dx
= −|I|
 a−
|I|
2/
−∞
1
x− c +
∞/
b+
|I|
2
1
x− c

= 2.
Huomataan lisäksi, että
∑
j
∫
Ij
|bj(y)|dy =
∑
j
∫
Ij
∣∣∣∣∣f(y)− 1|Ij|
∫
Ij
f
∣∣∣∣∣dy ≤∑
j
2
∫
Ij
|f(y)|dy ≤ 2‖f‖1.
Näiden huomioiden nojalla saadaan viimein
∑
j
∫
R\2Ij
|Hbj(x)|dx ≤
∑
j
∫
Ij
|bj(y)|
(∫
R\2Ij
|Ij|
|x− cj|2
dx
)
dy
= 2
∑
j
∫
Ij
|bj(y)|
≤ 4‖f‖1.
Siten ollaan osoitettu, että arvio 4.14 toteutuu, ja näin ollen lause on todistettu.
(2) Tuloksen (4.7) nojalla H on vahvaa tyyppiä (2, 2) ja äsken osoitetun Kolmogorovin
lauseen mukaan H on heikkoa tyyppiä (1, 1), joten Marcinkiewiczin interpolaatiolauseen
nojalla H on vahvaa tyyppiä (p, p) kaikille 1 < p < 2.
Olkoon sitten p > 2. Käytetään Lauseen 2.22 antamaa muotoa p-normille, jolloin
tuloksen (4.8) ja Hölderin epäyhtälön nojalla saadaan
‖Hf‖p = sup
{∣∣∣∣∫
R
Hf · g
∣∣∣∣ : ‖g‖q ≤ 1}
= sup
{∣∣∣∣∫
R
f ·Hg
∣∣∣∣ : ‖g‖q ≤ 1}
≤ ‖f‖p sup{‖Hg‖q : ‖g‖q ≤ 1}.
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Koska p > 2, on oltava q < 2. Todistuksen alussa osoitetun nojalla H on vahvaa tyyppiä
(q, q), joten saadaan lopuksi
‖Hf‖p ≤ ‖f‖p sup{‖Hg‖q : ‖g‖q ≤ 1} ≤ Cq‖f‖p.
Laajennetaan lopuksi Hilbert-muunnos Lp-avaruuksiin:
M. Rieszin lauseen nojalla Hilbert-muunnos on jatkuva kuvaus S → Lp, kun
1 < p <∞. Siten Lauseen 2.19 nojalla Hilbert-muunnos laajenee jatkuvaksi kuvaukseksi
Lp → Lp, 1 < p <∞, jolle pätee
‖Hf‖p ≤ Cp‖f‖p.
Laajennetaan vielä Hilbert-muunnos avaruuteen L1 mitan avulla: Olkoon f ∈ L1.
Schwartzin avaruus S on tiheä avaruudessa L1, joten on olemassa funktiojono {fn} ⊂ S
siten, että fn → f avaruudessa L1. Kolmogorovin lauseen nojalla kaikille ε > 0
lim
m,n→∞
|{x ∈ R : |(Hfn −Hfm)(x)| > ε}| ≤ lim
m,n→∞
C
ε
‖fn − fm‖1 = 0.
Siten jono {Hfn} on Cauchy-jono mitan suhteen, joten se suppenee mitan suhteen
kohti jotain mitallista funktiota. Tämä rajafunktio määritellään funktion f Hilbert-
muunnokseksi.
Osoitetaan sitten esimerkin avulla, että Hilbert-muunnos ei ole Lp-rajoitettu, kun
p = 1 tai p =∞:
Esimerkki 4.15. Olkoon f(x) = χ[0,1](x), tällöin f ∈ L1 ja f ∈ L∞. Osoitetaan,
että funktion f Hilbert-muunnos on Hf(x) = 1
pi
log
∣∣ x
x−1
∣∣ . Olkoon ε < min{|x|, |x− 1|}.
Huomataan ensin, että
Hf(x) = lim
ε→0
1
pi
∫
|y|≥ε
χ[0,1](x− y)
y
dy = lim
ε→0
1
pi
∫
|y|≥ε
χ[x−1,x](y)
y
dy.
Tapaus x− 1 > 0: Tällöin [x− 1, x] ⊂ (ε,∞), joten saadaan
Hf(x) = lim
ε→0
1
pi
∫
|y|≥ε
χ[x−1,x](y)
y
dy = lim
ε→0
1
pi
∞∫
ε
χ[x−1,x](y)
y
dy = lim
ε→0
1
pi
x∫
x−1
1
y
dy =
1
pi
log
∣∣∣∣ xx− 1
∣∣∣∣.
Tapaus x < 0: Tällöin [x− 1, x] ⊂ (−∞,−ε), joten saadaan
Hf(x) = lim
ε→0
1
pi
∫
|y|≥ε
χ[x−1,x](y)
y
dy = lim
ε→0
1
pi
−ε∫
−∞
χ[x−1,x](y)
y
dy = lim
ε→0
1
pi
x∫
x−1
1
y
dy =
1
pi
log
∣∣∣∣ xx− 1
∣∣∣∣.
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Tapaus x− 1 < 0 < x: Tällöin x− 1 < −ε ja x > ε, joten saadaan
Hf(x) = lim
ε→0
1
pi
∫
|y|≥ε
χ[x−1,x](y)
y
dy = lim
ε→0
1
pi
 −ε∫
−∞
χ[x−1,x](y)
y
dy +
∞∫
ε
χ[x−1,x](y)
y
dy

= lim
ε→0
1
pi
 −ε∫
x−1
1
y
dy +
x∫
ε
1
y
dy

= lim
ε→0
1
pi
(
log
∣∣∣∣ εx− 1
∣∣∣∣+ log ∣∣∣xε ∣∣∣
)
=
1
pi
log
∣∣∣∣ xx− 1
∣∣∣∣ .
Siis Hf(x) = 1
pi
log
∣∣ x
x−1
∣∣.
Kun x→ 0 tai x→ 1, niin |Hf(x)| → ∞. Siten H ei ole L∞-rajoitettu. Toisaalta taas
log |x/(x− 1)| häviää äärettömyydessä funktion 1/x tavoin, joten Hf ei ole integroituva.
Siten H ei ole myöskään L1-rajoitettu.
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Luku 5
Singulaaristen
konvoluutio-operaattoreiden
rajoittuneisuus
Tässä luvussa tarkastelemme konvoluutio-operaattoreiden rajoittuneisuutta. Ensimmäi-
sessä kappaleessa todistamme, että rajoitetut translaatioinvariantit operaattorit ovat ai-
na konvoluutiotyyppiä. Toisessa kappaleessa tutkimme, millaisilla ytimen ominaisuuksilla
konvoluutio-tyyppisten integraalioperaattoreiden voidaan päätellä olevan rajoitettuja.
5.1 Rajoitetut translaatioinvariantit operaattorit
Osoitetaan, että rajoitetut lineaariset translaatioinvariantit operaattorit ovat konvoluutio-
operaattoreita.
Operaattori T on translaatioinvariantti, jos se kommutoi translaatioiden kanssa:
τh ◦ T = T ◦ τh kaikille translaatioille τhf(x) = f(x− h), h ∈ Rn.
Esimerkki 5.1. Osoitetaan, että Hilbert-muunnos on translaatioinvariantti. Osoitetaan
tämä Schwartzin avaruudessa, jolloin tulos laajenee koskemaan myös Hilbert-muunnosta
Lp-avaruuksissa.
Olkoon h ∈ R ja τh pisteeseen h liittyvä translaatio. Osoitetaan, että τh ◦H = H ◦ τh
eli että ((τh ◦H)(f))(x) = ((H ◦ τh)(f))(x) kaikilla f ∈ S ja x ∈ R. Olkoon siis f ∈ S ja
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x ∈ R, jolloin saadaan
((τh ◦H)(f))(x) = τh(Hf)(x) = Hf(x− h)
= p.v.
1
pi
∫ ∞
−∞
f(x− h− y)
y
dy = p.v.
1
pi
∫ ∞
−∞
f((x− y)− h)
y
dy
= H(f(· − h))(x) = H(τhf)(x) = ((H ◦ τh)(f))(x).
Osoitetaan nyt, että rajoitettu translaatioinvariantti operaattori voidaan esittää tem-
peroidun distribuution konvoluutiona:
Lause 5.2. Olkoon T : Lp(Rn)→ Lq(Rn), 1 ≤ p, q ≤ ∞, lineaarinen, rajoitettu ja trans-
laatioinvariantti operaattori. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen temperoitu distribuutio
K siten, että Tf = K ∗ f kaikilla f ∈ S.
Lause saadaan seurauksena kahdesta hyödyllisestä lemmasta, jotka todistetaan myö-
hemmin:
Lemma 5.3. Olkoon T kuten Lauseessa 5.2 ja olkoon f ∈ S. Tällöin temperoidun distri-
buution Tf distribuutioderivaatat ovat Lq-funktioita siten, että
Dα(Tf) = T (Dαf)
kaikille multi-indekseille α.
Lemma 5.4. Olkoon 1 ≤ q ≤ ∞ ja f ∈ Lq(Rn). Jos kaikki funktion f kertalukua k ≤ n+1
olevat derivaatat ovat olemassa ja Lq-funktioita, niin on olemassa jatkuva funktio F siten,
että f(x) = F (x) melkein kaikilla x ja
(5.5) |F (0)| ≤ C
∑
|α|≤n+1
‖Dαf‖q,
missä vakio C riippuu ainoastaan luvuista n ja q.
Lauseen 5.2 todistus. Olkoon f ∈ S. Lemmojen 5.3 ja 5.4 nojalla on olemassa vakio A
ja jatkuva funktio gf siten, että Tf = gf melkein kaikkialla. Koska funktio Tf on Lq-
funktio, eli siis ekvivalenssiluokka, voidaan Tf määritellä uudelleen nollamittaisessa jou-
kossa. Koska Tf = gf melkein kaikkialla, niin määritellään siis Tf uudelleen siten, että
Tf(x) = gf (x) kaikilla x.
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Lemman 5.4 nojalla
|gf (0)| ≤ A
∑
|α|≤n+1
‖Dα(Tf)‖q
= A
∑
|α|≤n+1
‖T (Dαf)‖q
≤ A‖T‖
∑
|α|≤n+1
‖Dαf‖p,
missä viimeinen epäyhtälö seuraa operaattorin T rajoittuneisuudesta.
Tarkastellaan nyt termiä ‖Dαf‖p:
‖Dαf‖p ≤
(∫
|x|≤1
|Dαf(x)|pdx
)1/p
+
(∫
|x|>1
|Dαf(x)|pdx
)1/p
≤
(∫
|x|≤1
|pn+1(f)|pdx
)1/p
+
(∫
|x|>1
(1 + |x|2)−np∣∣(1 + |x|2)nDαf(x)∣∣pdx)1/p
≤ |pn+1(f)|+B|pn+1(f)|
= (1 +B)|pn+1(f)|.
Tässä vakio B on valittu siten, että B ≥
(∫
|x|>1(1 + |x|2)−npdx
)1/p
.
Äskeisen tarkastelun nojalla on olemassa vakio C siten, että
|gf (0)| ≤ C|pn+1(f)|,
joten Lauseen 2.14 perusteella kuvausK1 : f → gf (0) on temperoitu distribuutio. Jos h on
kuvaus, niin merkitään sen peilausta h˜, siis h˜(x) = h(−x). Olkoon K = K˜1 ja osoitetaan,
että K on etsitty temperoitu distribuutio.
Olkoon f ∈ S ja x ∈ Rn. Käyttämällä tietoa Tf(0) = gf (0) ja distribuution T
translaatioinvarianssia saadaan lopulta
(K ∗ f)(x) = 〈K, f(x− ·)〉 = 〈K, f˜(· − x)〉 = 〈K, τx(f˜)〉
= 〈K˜1, τx(f˜)〉 = 〈K1, τ−x(f)〉 = gτ−xf (0)
= (T (τ−xf))(0) = (τ−x(Tf))(0)
= (Tf)(x).
Todistetaan nyt Lemmat 5.3 ja 5.4.
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Lemman 5.3 todistus. Olkoot f ∈ S ja a = (0, . . . , aj, . . . , 0) piste j:nnellä koordinaat-
tiakselilla. Kun aj → 0, niin
τ−af − f
aj
→ ∂jf
Schwartzin avaruudessa, joten sama suppeneminen pätee myös Lp-normin suhteen. Koska
T on rajoitettu operaattori, siis toisin sanoen jatkuva, niin edellisen nojalla
∂j(Tf) = lim
aj→0
τ−a(Tf)− Tf
aj
= lim
aj→0
T (τ−af)− Tf
aj
= lim
aj→0
T
(
τ−af − f
aj
)
= T (∂jf)
avaruudessa Lq. Tässä toinen yhtäsuuruus seuraa siitä, että operaattori T on translaa-
tioinvariantti; kolmas siitä, että T on lineaarinen; ja neljäs operaattorin T jatkuvuudesta.
On siis näytetty, että distribuution Tf osittaisderivaatat ovat Lq-funktioita siten, että
∂j(Tf) = T (∂jf). Yleinen tapaus multi-indekseille α seuraa induktiolla.
Lemman 5.4 todistus. Olkoon x ∈ Rn. Havaitaan aluksi, että on olemassa vain dimensios-
ta n riippuva vakio C
′
n siten, että
(1 + |x|)n+1 ≤ (1 + |x1|+ · · · |xn|)n+1 ≤ C ′n
∑
|α|≤n+1
|xα|.
Todistetaan lause kahdessa osassa, ensin luvulle q = 1 ja sitten luvuille 1 < q ≤ ∞.
Tapaus q = 1: Olkoon P polynomi siten, että P (x) = (2pii)−|α|xα. Nyt huomion (2.4)
nojalla |xα||fˆ(x)| =
∣∣∣P (2piix)fˆ(x)∣∣∣ = ∣∣(P (D)f )̂(x)∣∣ = ∣∣((2pi)−|α|Dαf )̂(x)∣∣ ja huomion
(2.3) nojalla
∣∣(Dαf )̂(x)∣∣ ≤ ‖Dαf‖1 kaikilla x. Siten
|fˆ(x)| ≤ C ′n(1 + |x|)−(n+1)
∑
|α|≤n+1
|xα||fˆ(x)|
≤ C ′n(1 + |x|)−(n+1)
∑
|α|≤n+1
∣∣(2pi)−|α|∣∣‖Dαf‖1
≤ C ′′n(1 + |x|)−(n+1)
∑
|α|≤n+1
‖Dαf‖1,
missä C
′′
n on dimensiosta n riippuva vakio.
Olkoon C := C
′′
n
∫
Rn(1+ |x|)−(n+1)dx. Siirtymällä n-ulotteisen avaruuden pallokoordinaat-
teihin havaitaan, että funktio (1 + |x|)−(n+1) on integroituva:∫
Rn
(1 + |x|)−(n+1)dx = ωn
∫ ∞
0
rn−1(1 + r)−(n+1)dr ≤ ωn
∫ ∞
0
(1 + r)n−1(1 + r)−(n+1)dr
= ωn
∫ ∞
0
(1 + r)−2dr = ωn
∞/
0
−(1 + r)−1 = ωn,
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missä ωn on n-ulotteisen yksikköpallon reunan mitta. Koska ωn <∞, niin (1 + |x|)−(n+1)
on integroituva ja siten vakio C on hyvin määritelty.
Nyt
‖fˆ‖1 ≤ C
∑
|α|≤n+1
‖Dαf‖1 <∞,
joten fˆ ∈ L1. Merkitään F (x) = ∫Rn fˆ(ξ)e2piix·ξdξ. Koska fˆ ∈ L1, niin voidaan käyt-
tää käänteistä Fourier-muunnosta (2.5), jonka mukaan f(x) = F (x) melkein kaikilla x.
Funktio F on Fourier-muunnoksen fˆ Fourier-muunnos, joten huomion (2.3) nojalla F on
jatkuva. Lisäksi
|F (0)| ≤ ‖fˆ‖1 ≤ C
∑
|α|≤n+1
‖Dαf‖1.
Huomaa, että vakio C riippuu ainoastaan dimensiosta n.
Tapaus q > 1: Olkoon φ ∈ C∞ siten, että φ(x) = 1 kun |x| ≤ 1 ja φ(x) = 0 kun
|x| > 2. Kuvaus φ on jatkuva, joten se on rajoitettu välillä −2 ≤ x ≤ 2. Merkitään
M = max{|φ(x)| : −2 ≤ x ≤ 2}. Koska f ∈ Lq, niin Hölderin epäyhtälön nojalla saadaan
‖φf‖1 ≤ ‖φ‖r‖f‖q = ‖f‖q
(∫ 2
−2
|φ|r
)1/r
≤ (4M)1/r‖f‖q <∞,
missä r on indeksin q duaalieksponentti.
Siis φf ∈ L1, joten todistuksen ensimmäisen osan nojalla on olemassa dimensiosta n
riippuva vakio C ja jatkuva funktio F1 siten, että
|F1(0)| ≤ C
∑
|α|≤n+1
‖Dα(φf)‖1
ja (φf)(x) = F1(x) melkein kaikilla x. Leibnizin säännön nojallaDα(φf) =
∑
β≤αCα,β(D
βf)(Dα−βφ),
missä Cα,β =
∏n
j=1
(
αj
βj
)
, joten saadaan
‖Dα(φf)‖1 ≤
∫
|x|≤2
∑
β≤α
Cα,β
∣∣Dβf(x)∣∣∣∣Dα−βφ(x)∣∣dx
≤
∑
β≤α
C sup
|x|≤2
∣∣Dα−βφ(x)∣∣ ∫
|x|≤2
∣∣Dβf(x)∣∣dx
≤ A
∑
β≤α
∫
|x|≤2
∣∣Dβf(x)∣∣dx
≤ 41/rA
∑
β≤α
∥∥Dβf∥∥
q
.
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Tässä viimeinen epäyhtälö seuraa Hölderin epäyhtälöstä ja vakio A on valittu siten, että
A ≥ ‖Dαφ‖∞ kaikille |α| ≤ n+ 1. Tällainen yläraja on olemassa, sillä φ on äärettömästi
jatkuvasti derivoituva ja kaikki φ:n derivaatat menevät nollaan pallon B(0, 2) sulkeuman
ulkopuolella. Nyt ollaan siis saatu
|F1(0)| ≤ 41/rAC
∑
|α|≤n+1
∑
β≤α
∥∥Dβf∥∥
q
.
Summassa
∑
|α|≤n+1
∑
β≤α
∥∥Dβf∥∥
q
toistuvat samat termit useaan kertaan, ja dimen-
siosta n riippuu, montako kertaa kukin termi toistuu. Voidaan siis löytää dimensiosta n
riippuva vakio B siten, että∑
|α|≤n+1
∑
β≤α
∥∥Dβf∥∥
q
≤ B
∑
α≤n+1
‖Dαf‖q.
Siis kaiken kaikkiaan ollaan saatu
|F1(0)| ≤ 41/rABC
∑
α≤n+1
‖Dαf‖q =: Cn,q
∑
α≤n+1
‖Dαf‖q.
Huomaa, että 41/r riippuu eksponentista q, ja A, B ja C riippuvat dimensiosta n (sillä A
riippuu funktiosta φ, joka puolestaan riippuu dimensiosta n). Siten vakio Cn,q := 41/rABC
riippuu luvuista n ja q.
Määritelmän nojalla φ(x) = 1 kun |x| ≤ 1, joten φf = f kun |x| ≤ 1. Siten f = F1
melkein kaikilla |x| ≤ 1 ja näin lemma on todistettu yksikköpallossa. Valitsemalla kuvaus
φ eri tavoin, kaikille r > 1 löydettäisiin selvästi aina jatkuva kuvaus Fr siten, että Fr:lle
pätisi lauseke 5.5 ja f = Fr melkein kaikilla x pallossa B(0, r). Koska r on mielivaltainen,
niin lemma on todistettu.
Samaan tapaan kuin Esimerkissä 5.1 näytettiin Hilbert-muunnokselle, myös yleisen
konvoluutio-operaattorin voidaan osoittaa olevan translaatioinvariantti. Siis konvoluutio-
operaattorit ovat translaatioinvariantteja ja toisaalta Lauseen 5.2 nojalla rajoitetut
translaatioinvariantit operaattorit ovat konvoluutio-operaattoreita. Siten rajoitettujen
translaatioinvarianttien operaattoreiden ja rajoitettujen konvoluutiotyypin operaattorei-
den joukot ovat täsmälleen samoja.
Tarkastellaan nyt ydintä K. Luonnollinen kysymys olisi, voidaanko ytimen ominai-
suuksista sanoa jotain. Valitettavasti yleisessä tapauksessa näin ei ole, mutta avaruuksissa
L2 ja L1 ytimelle voidaan kuitenkin johtaa tiettyjä ominaisuuksia:
Lause 5.6. Olkoon T : Lp(Rn)→ Lp(Rn) lineaarinen ja translaatioinvariantti.
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(1) Jos p = 2, niin operaattori T on rajoitettu jos ja vain jos on K ∈ S ′ siten, että
Tf = K ∗ f kaikilla f ∈ S, ja Kˆ ∈ L∞(Rn). Tällöin ‖T‖ = ‖Kˆ‖∞.
(2) Jos p = 1, niin operaattori T on rajoitettu jos ja vain jos on K ∈ S ′ siten, että
Tf = K ∗ f , f ∈ S, ja K on äärellinen Borel-mitta. Tällöin ‖T‖ = ‖K‖, missä ‖K‖
on mitan K kokonaisvaihtelu.
Todistus. Todistetaan vain tapaus p = 2; tapauksen p = 1 todistusta varten katso [4]
Lause 3.19.
Oletetaan ensin, että on K ∈ S ′ siten, että Tf = K ∗ f kaikille f ∈ S, ja Kˆ ∈ L∞. Koska
T : S → L2, niin Tf = K ∗ f ∈ L2 kaikilla f . Siten funktiolle K ∗ f pätee Plancherelin
lause, joten kaikille f ∈ S saadaan
‖Tf‖22 =
∫
Rn
|(K ∗ f)(x)|2dx =
∫
Rn
|Kˆ(ξ)fˆ(ξ)|2dξ ≤ ‖Kˆ‖2∞‖fˆ‖22 = ‖Kˆ‖2∞‖f‖22.
Tässä toisessa yhtäsuuruudessa käytettiin ensin Plancherelin lausetta funktiolle K ∗ f ja
sitten konvoluution määritelmää 2.17. Viimeisessä yhtäsuuruudessa käytettiin Planchere-
lin lausetta funktiolle f .
Siis äsken osoitettiin, että T : S → L2 on rajoitettu. Tällöin Lauseen 2.19 nojalla
T : L2 → L2 on rajoitettu ja ‖T‖ ≤ ‖Kˆ‖∞.
Oletetaan sitten, että T on rajoitettu. Tällöin Lauseen 5.2 nojalla on olemassa tem-
peroitu distribuutio K siten, että Tf = K ∗ f kaikille f ∈ S. Osoitetaan, että Kˆ on
rajoitettu ja ‖T‖ = ‖Kˆ‖∞. Olkoon r > 0 ja φr ∈ C∞ siten, että φr(x) = 1 kun |x| ≤ r
ja φr(x) = 0 kun |x| > 2r. Käänteinen Fourier-muunnos F−1(φr) ja tulo φrKˆ ovat hyvin
määriteltyjä, sillä φr ∈ S ja Kˆ ∈ S ′. Siten K:n määritelmän ja konvoluution määritelmän
(2.17) nojalla saadaan
(5.7) φrKˆ = F(F−1(φr) ∗K) = F(T (F−1(φr))).
Tämä on L2-funktio (T (F−1(φr)) ∈ L2 =⇒ F(T (F−1(φr))) ∈ L2). Siis L2-funktio φrKˆ
vastaa distribuutiota Kˆ, kun |x| ≤ r, joten Kˆ on itse asiassa L2-funktio pallossa B(0, r).
Koska r oli mielivaltainen, niin Kˆ ∈ L2
loc
. Siten jos f ∈ C∞c (Rn), niin fKˆ ∈ L2 ja voidaan
käyttää Plancherelin lausetta:∫
Rn
|f(ξ)Kˆ(ξ)|2dξ =
∫
Rn
∣∣F(T (F−1(f)))(ξ)∣∣2dξ
=
∫
Rn
∣∣T (F−1(f))(x)∣∣2dx
≤ ‖T‖2
∫
Rn
|f(x)|2dx.
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Ensimmäisessä yhtäsuuruudessa käytettiin lauseketta (5.7), toisessa yhtäsuuruudessa käy-
tettiin Plancherelin lausetta funktiolle fKˆ, ja viimeisessä epäyhtälössä käytettiin Planc-
herelin lausetta funktiolle f .
Saadun epäyhtälön nojalla∫
Rn
(‖T‖2 − |Kˆ(x)|2)|f(x)|2dx ≥ 0
kaikille f ∈ C∞c (Rn), joten on oltava ‖T‖2 − |Kˆ(x)|2 ≥ 0 melkein kaikilla x. Siten koska
operaattori T on rajoitettu, niin myös Kˆ on rajoitettu ja ‖Kˆ‖∞ ≤ ‖T‖. Todistaessamme
lausetta toiseen suuntaan näytimme, että ‖T‖ ≤ ‖Kˆ‖∞ kun Kˆ ∈ L∞, joten yhdistämällä
arviot saadaan ‖T‖ = ‖Kˆ‖∞.
Huomaa, että kuten jo Esimerkissä 4.15 näytettiin, Hilbert-muunnos L1 → L1 ei ole ra-
joitettu operaattori: p.v. 1
x
ei ole mitta, joten Lauseen 5.6 kohdan (2) nojalla H : L1 → L1
ei ole rajoitettu.
5.2 Ytimen ominaisuudet ja rajoittuneisuus
Kuten aiemmin mainittiin, yleisessä Lp-tapauksessa ytimen K ominaisuuksista ei tiedetä
paljoa. Lauseessa 5.6 osoitettiin, että avaruuksissa L1 ja L2 operaattorin T rajoittunei-
suuden seurauksena voidaan päätellä ytimelle tiettyjä ominaisuuksia. Toisaalta lauseessa
saatiin myös vastakkainen tulos; jos ytimestä K tiedetään tiettyjä asioita, niin voidaan
päätellä operaattorin T olevan rajoitettu. Seuraava luonnollinen kysymys olisi, voidaan-
ko muissa Lp-avaruuksissa päätellä konvoluutio-operaattorin T rajoittuneisuus, jos yti-
mestä K tiedetään jotain. Osoittautuu, että rajoittuneisuus voidaan päätellä, jos ytimel-
lä on samat perusominaisuudet kuin Hilbert-muunnoksella: jos ydin toteuttaa Hilbert-
muunnoksen kaltaiset suuruus-, sileys- ja kumoutumisehdot, niin operaattori on rajoitet-
tu. Varsinainen tulos on Lause 5.17, mutta esitetään ensin yksinkertaisempi versio idean
ymmärtämiseksi:
Lause 5.8. Olkoon K ∈ L2(Rn) siten, että
(i) Kˆ on oleellisesti rajoitettu, siis on A <∞ s.e. |Kˆ(ξ)| ≤ A m.k. ξ ∈ Rn,
(ii) on B <∞ s.e.
∫
|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)|dx ≤ B kun |y| > 0.
Olkoon f ∈ L1 ∩ Lp ja asetetaan (Tf)(x) := (K ∗ f)(x) = ∫Rn K(x − y)f(y)dy. Tällöin
on olemassa vakio Cp siten, että
(5.9) ‖T (f)‖p ≤ Cp‖f‖p, 1 < p <∞.
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Jatkuvuuden nojalla operaattori T voidaan siis laajentaa koko avaruuteen Lp. Vakio Cp
riippuu vain dimensiosta n, indeksistä p ja vakioista A ja B.
Todistus. Huomataan ensiksi, että operaattori T on hyvin määritelty, sillä L2-funktion
K ja L1-funktion f konvoluutio on olemassa melkein kaikilla x. Minkowskin konvoluutio-
epäyhtälön (ks. [3] s. 20) nojalla Tf on L2-funktio kaikille f .
Tehdään todistus kolmessa osassa: osoitetaan ensin, että T on heikkoa tyyppiä (2, 2),
sitten että T on heikkoa tyyppiä (1, 1), ja saatujen heikkojen epäyhtälöiden avulla osoi-
tetaan lopuksi vahva epäyhtälö (5.9).
Vaihe 1: T on heikkoa tyyppiä (2, 2):
Olkoon f ∈ L1∩L2. Kuten todistuksen alussa huomautettiin, Tf ∈ L2, joten sen Fourier-
muunnos on hyvin määritelty. Käyttämällä ensin Plancherelin lausetta funktiolle Tf ,
sitten oletusta (i), ja lopuksi vielä Plancherelin lausetta funktiolle f saadaan
(5.10) ‖Tf‖2 = ‖T̂ f‖2 = ‖Kˆfˆ‖2 ≤ A‖f‖2.
Toinen yhtäsuuruus seuraa siitä, että Lauseen (2.20) nojalla T̂ f = Kˆfˆ . Nyt on siis osoi-
tettu, että T on jatkuva operaattori L1 ∩ L2 → L2. Koska L1 ∩ L2 on tiheä avaruudessa
L2, niin Lauseen 2.19 nojalla T voidaan laajentaa jatkuvaksi kuvaukseksi L2 → L2 siten,
että sille yhä pätee epäyhtälö (5.10). Siten jos g ∈ L2 ja λ > 0, niin käyttämällä ensin
Chebyshevin epäyhtälöä ja sitten epäyhtälöä (5.10) funktiolle g saadaan
|x ∈ Rn : |Tg(x)| > λ| ≤ 1
λ2
∫
Rn
|Tg(x)|2dx = 1
λ2
‖Tg‖22 ≤
(
A
λ
‖g‖2
)2
.
Siis T on heikkoa tyyppiä (2, 2).
Vaihe 2: T on heikkoa tyyppiä (1, 1):
Olkoon f ∈ L1(Rn) ja λ > 0. Osoitetaan, että on olemassa vakio C < ∞ siten, että
|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤ C
λ
‖f‖1. Todistetaan tämä samaan tapaan kuin Kolmogorovin
lause (Lause 4.10 kohta (1)) soveltamalla nyt funktioon |f | Calderón-Zygmundin hajotel-
maa korkeudella λ ja jakamalla sitten funktio f kahteen osaan.
Hajotelman mukaan on olemassa perhe {Qj} pistevieraita dyadisia kuutioita siten,
että
(5.11) |f(x)| ≤ λ melkein kaikilla x /∈ Ω =
⋃
j
Qj,
(5.12) |Ω| ≤ 1
λ
‖f‖1
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ja
(5.13) λ <
1
Qj
∫
Qj
|f | ≤ 2nλ.
Jaetaan nyt funktio f kahteen osaan: f = g + b, missä
g(x) =
{
f(x) jos x /∈ Ω,
1
|Qj |
∫
Qj
f jos x ∈ Qj,
ja
b(x) =
∑
j
bj(x),
bj(x) =
(
f(x)− 1|Qj|
∫
Qj
f
)
χQj(x).
Konvoluutio-operaattori T on selvästi lineaarinen, joten
|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤ |{x ∈ Rn : |Tg(x)| > λ/2}|+ |{x ∈ Rn : |Tb(x)| > λ/2}|.
Osoitetaan haluttu epäyhtälö kummallekin termille erikseen.
Koska |g(x)| ≤ 2nλ melkein kaikille x ja lisäksi∫
Rn
|g| =
∫
Rn\Ω
|g|+
∫
Ω
|g| =
∫
Rn\Ω
|f |+
∑
j
∫
Qj
∣∣∣∣∣ 1|Qj|
∫
Qj
f
∣∣∣∣∣ =
∫
Rn\Ω
|f |+
∑
j
∣∣∣∣∣
∫
Qj
f
∣∣∣∣∣ ≤
∫
Rn
|f |,
niin saadaan
‖g‖22 ≤
∫
Rn
2nλ|g(x)|dx ≤ 2nλ
∫
Rn
|f(x)|dx = 2nλ‖f‖1.
Siten g ∈ L2(Rn) ja voidaan käyttää ensimmäisessä vaiheessa todistettua heikkoa (2, 2)-
epäyhtälöä:
|{x ∈ Rn : |Tg(x)| > λ/2}| ≤
(
2A‖g‖2
λ
)2
≤ A
22n+2λ‖f‖1
λ2
=
A22n+2
λ
‖f‖1.
Osoitetaan sitten haluttu epäyhtälö jälkimmäiselle termille |{x ∈ Rn : |Tb(x)| > λ/2}|.
Funktioiden bj määritelmän nojalla bj(x) = 0 kaikille x /∈ Qj ja lisäksi
∫
Qj
bj(x)dx = 0.
Siten kaikille x /∈ Ω
(5.14) Tbj(x) =
∫
Qj
K(x− y)bj(y)dy =
∫
Qj
(K(x− y)−K(x− cj))bj(y)dy,
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missä cj on kuution Qj keskipiste. Olkoon Q∗j kuutio, jonka keskipiste on myös cj, mutta
jonka sivut ovat 2
√
n kertaa yhtä pitkät kuin kuution Qj sivut. Olkoon Ω∗ = ∪jQ∗j . Tällöin
|Ω∗| ≤ (2√n)n|Ω|, joten
|{x ∈ Rn : |Tb(x)| > λ/2}| ≤ |Ω∗|+ |{x /∈ Ω∗ : |Tb(x)| > λ/2}|
≤ (2
√
n)n
λ
‖f‖1 +
2
λ
∫
Rn\Ω∗
|Tb(x)|dx.
Tässä ensimmäisen termin arvio seuraa epäyhtälöstä (5.12) ja toisen termin arvio seuraa
Chebyshevin epäyhtälöstä.
Enää tarvitsee siis arvioida termiä
∫
Rn\Ω∗|Tb(x)|dx. Koska b(x) =
∑
j bj(x), niin
|Tb(x)| ≤ ∑j|Tbj(x)| (äärellinen tapaus seuraa suoraan, äärettömän tapauksen perus-
telu kuten Kolmogorovin lauseen 4.10 todistuksessa). Tämän havainnon ja lausekkeen
(5.14) nojalla saadaan
(5.15)
∫
Rn\Ω∗
|Tb(x)|dx ≤
∑
j
∫
Rn\Ω∗
∫
Qj
|K(x− y)−K(x− cj)||bj(y)|dydx.
Geometrisen tarkastelun avulla nähdään, että jos x /∈ Q∗j , niin
|x− cj| ≥ 1
2
`(Q∗j) =
1
2
(2
√
n`(Qj)) = 2
(
1
2
√
n`(Qj)
)
≥ 2|y − cj|,
kaikille y ∈ Qj. Ensimmäinen epäyhtälö seuraa siitä, että kuution ulkopuolella olevan
pisteen etäisyys keskipisteestä on vähintään puolet kuution sivun pituudesta. Viimeinen
epäyhtälö puolestaan seuraa siitä, että kuution pisteen etäisyys keskipisteestä on enintään
puolet kuution halkaisijasta. Tässä kohdassa käytettiin myös tietoa siitä, että kuution
halkaisija saadaan kertomalla kuution sivun pituus termillä
√
n. Tarkastelun voi suorittaa
ensin yksinkertaisissa tapauksissa n = 1, n = 2 ja n = 3, josta tulos laajennetaan yleiseen
dimensioon n.
Olkoon y ∈ Qj. Tekemällä muuttujanvaihdon x− cj → x′, merkitsemällä y′ := y − cj
ja käyttämällä lopuksi oletusta (ii) saadaan∫
Rn\Ω∗
|K(x− y)−K(x− cj)|dx =
∫
Rn\Ω∗
|K(x− cj − (y − cj))−K(x− cj)|dx
≤
∫
|x′|≥2|y′|
|K(x′ − y′)−K(x′)|dx′
≤ B.
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Huomaa, että uusi integrointiraja saadaan aiemman geometrisen tarkastelun nojalla. Ar-
vioidaan sitten summaa
∑
j
∫
Qj
|bj(y)|dy:
∑
j
∫
Qj
|bj(y)| =
∑
j
∫
Qj
∣∣∣∣∣f(y)− 1|Qj|
∫
Qj
f
∣∣∣∣∣ ≤∑
j
2
∫
Qj
|f(y)|dy ≤ 2‖f‖1.
Nyt muuttamalla ylärajan (5.15) integrointijärjestystä Fubinin lauseen nojalla ja käyttä-
mällä saatuja arvioita integraaleille saadaan∫
Rn\Ω∗
|Tb(x)|dx ≤ B
∑
j
∫
Qj
|bj(y)|dy ≤ 2B‖f‖1.
Näin on saatu todistettua heikko (1, 1)-epäyhtälö.
Vaihe 3: Lp-epäyhtälöt:
Olkoon f ∈ Lp, 1 < p <∞. Tapaus p = 2 todistettiin jo vaiheessa 1.
Tapaus 1 < p < 2: Operaattori T on lineaarinen ja lisäksi hyvin määritelty kaikilla
f ∈ L1 + L2: Olkoon f ∈ L1 + L2, tällöin on olemassa f1 ∈ L1 ja f2 ∈ L2 siten, että
f = f1 + f2. Lineaarisuuden nojalla Tf = Tf1 +Tf2. Tf1 on hyvin määritelty, sillä todis-
tuksen alussa todettiin, että L1-funktion ja L2-funktion konvoluutio on olemassa melkein
kaikilla x. Lisäksi Tf2 on hyvin määritelty, sillä L2-funktioiden f2 ja K konvoluutio on
rajoitettu Youngin konvoluutioepäyhtälön nojalla (ks. [3] s. 21). Koska T on lineaarinen,
niin se on erityisesti sublineaarinen. Siten Marcinkiewiczin interpolaatiolauseen oletukset
ovat voimassa, joten koska T on heikkoa tyyppiä (1, 1) ja heikkoa tyyppiä (2, 2), niin se on
vahvaa tyyppiä (p, p). Siis on vakio Cp siten, että ‖Tf‖p ≤ Cp‖f‖p. Interpolaatiolauseen
todistuksesta havaitaan, että vakio Cp riippuu ainoastaan heikkojen epäyhtälöiden va-
kioista, indeksistä p ja indeksistä p1. Tämän lauseen heikkojen epäyhtälöiden todistuksis-
ta puolestaan huomataan, että heikon (2, 2) epäyhtälön vakio riippuu ainoastaan vakiosta
A, ja heikon (1, 1) epäyhtälön vakio riippuu vakioista A ja B sekä dimensiosta n. Kos-
ka indeksi p1 on kiinnitetty (p1 = 1), niin lopulta voidaan todeta, että vakio Cp riippuu
ainoastaan indeksistä p, dimensiosta n, ja vakioista A ja B.
Tapaus 2 < p <∞: Oletetaan sitten, että 2 < p <∞, ja olkoon f ∈ L1∩Lp. Olkoon q
indeksin p duaalieksponentti, ja olkoon g ∈ Cc(Rn). Olkoon M se kompakti joukko, jonka
ulkopuolella g on nolla. Tällöin∫
Rn
|f(y)|
∫
Rn
|K(x− y)g(x)|dxdy =
∫
Rn
|f(y)|
∫
M
|K(x− y)g(x)|dxdy
≤
∫
Rn
|f(y)|‖g‖∞
∫
M
|K(x− y)|dxdy
=
∫
Rn
|f(y)|‖g‖∞
∫
{x∈M :|K(x−y)|≥1}
|K(x− y)|dxdy
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+∫
Rn
|f(y)|‖g‖∞
∫
{x∈M :|K(x−y)|<1}
|K(x− y)|dxdy
≤
∫
Rn
|f(y)|‖g‖∞
∫
{x∈M :|K(x−y)|≥1}
|K(x− y)|2dxdy
+
∫
Rn
|f(y)|‖g‖∞
∫
{x∈M :|K(x−y)|<1}
1 dxdy
≤
∫
Rn
|f(y)|‖g‖∞‖K‖2dy
+
∫
Rn
|f(y)|‖g‖∞|M |dy
≤ (‖K‖2 + |M |)‖f‖1‖g‖∞.
Koska K ∈ L2, M on kompakti, f ∈ L1 ja g on rajoitettu, niin tämä arvio on äärelli-
nen. Siten integraali
∫
Tf · g = ∫Rn (∫Rn K(x− y)f(y)dy) g(x)dx suppenee itseisesti. Siis∣∣∫ Tf · g∣∣ on hyvin määritelty ja voidaan käyttää Fubinin lausetta:∣∣∣∣∫
Rn
Tf · g
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Rn
f(y)
(∫
Rn
K(x− y)g(x)dx
)
dy
∣∣∣∣.
Tarkastellaan nyt sisempää integraalia:
∫
K(x − y)g(x)dx = ∫ K(−(y − x))g(x)dx =
(K1 ∗g)(y), kun määritellään K1(x) := K(−x). Ytimelle K1 pätevät samat oletukset kuin
ytimelle K ja vieläpä samoilla vakioilla: K1 ∈ L2 selvästi ja Kˆ1(ξ) = Kˆ(−ξ), joten Kˆ1 on
oleellisesti rajoitettu vakiolla A. Lisäksi∫
|x|≥2|y|
|K1(x− y)−K1(x)|dx =
∫
|x|≥2|y|
|K(y − x)−K(−x)|dx =
∫
|z|≥2|y|
|K(y + z)−K(z)|dz
=
∫
|z|≥2|(−y)|
|K(z − (−y))−K(z)|dz ≤ B.
Huomataan, että koska 2 < p <∞, niin on oltava 1 < q < 2. Siten koska äsken todistettiin
tulos eksponenteille väliltä (1, 2), niin on olemassa vakio Cq siten, että ‖K1 ∗ g‖q ≤ Cq‖g‖q
(huomaa, että g ∈ Cc ⊂ L1 ∩ Lq). Erityisesti vakio Cq riippuu ainoastaan dimensiosta n,
eksponentista q ja vakioista A ja B. Hölderin epäyhtälön nojalla saadaan∣∣∣∣∫ Tf · g∣∣∣∣ ≤ ‖K1 ∗ g‖q‖f‖p ≤ Cq‖g‖q‖f‖p.
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Määritellään kuvaus R : Cc → C siten, että R(g) :=
∫
Tf · g. Äskeisen epäyhtälön
nojalla |R(g)| ≤ Cq‖f‖p‖g‖q kaikilla g ∈ Cc. Siten Lauseen 2.19 nojalla kuvaus R laa-
jenee jatkuvaksi lineaarikuvaukseksi R : Lq → C, jolle ‖R‖ ≤ Cq‖f‖p. Tällöin Rieszin
esityslauseen 2.23 nojalla on olemassa h ∈ Lp siten, että R(g) = ∫ h · g kaikilla g ∈ Lq, ja
lisäksi ‖R‖ = ‖h‖p. Siis
∫
Tf · g = ∫ h · g kaikilla g ∈ Lq, joten on oltava Tf = h melkein
kaikkialla. Siten kaikilla f ∈ L1 ∩ Lp pätee
‖Tf‖p = ‖h‖p = ‖R‖ ≤ Cq‖f‖p.
Vakio Cq riippuu ainoastaan dimensiosta n, vakioista A ja B sekä eksponentista q. Koska
q on p:n duaalieksponentti, viimeinen ehto on yhtäpitävää sen kanssa, että Cq riippuu
eksponentista p.
Lauseen 5.8 ehtoa (ii) kutsutaan Hörmanderin ehdoksi. Käytännössä Hörmanderin
ehdon todentaminen on työlästä, joten usein sen sijasta osoitetaan, että ytimelle pätee
toinen, vahvempi ehto:
Propositio 5.16. Jos on olemassa vakio C <∞ siten, että kaikille x 6= 0
|∇K(x)| ≤ C|x|n+1 ,
niin Hörmanderin ehto pätee.
Todistus. Osoitetaan siis, että on olemassaB <∞ siten, että ∫
|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)|dx ≤ B,
kun |y| > 0.
Olkoon |y| > 0. Huomataan aluksi, että
|K(x− y)−K(x)| =
∣∣∣∣∣∣
1∫
0
d
dt
K(x− ty)dt
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1∫
0
n∑
j=1
∂jK(x− ty)(−yj)dt
∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣
1∫
0
−y · ∇K(x− ty)dt
∣∣∣∣∣∣ ≤ |y|
1∫
0
C
|x− ty|n+1dt.
Tässä viimeisessä epäyhtälössä käytettiin oletusta gradientin rajoittuneisuudesta.
Geometrisen tarkastelun avulla nähdään, että |x− ty| ≥ |x|
2
, kun |x| ≥ 2|y| ja
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0 ≤ t ≤ 1. Siten saadaan∫
|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)|dx ≤
∫
|x|≥2|y|
|y|
1∫
0
C
|x− ty|n+1dtdx ≤
∫
|x|≥2|y|
|y|
1∫
0
2n+1C
|x|n+1 dtdx
= 2n+1C|y|
∫
|x|≥2|y|
1
|x|n+1dx = 2
n+1C|y|ωn
∞∫
2|y|
rn−1
1
rn+1
dr
=
2n+1C|y|ωn
2|y| = 2
nCωn.
Tässä käytettiin taas siirtoa n-ulotteisen avaruuden pallokoordinaatteihin, joten ωn on n-
ulotteiden yksikköpallon reunan mitta, ja siten erityisesti äärellinen. Siten Hörmanderin
ehto on osoitettu ytimelle K.
On hyvä huomata, että Lauseen 5.8 oletusK ∈ L2 on oleellinen vain siinä mielessä, että
näin saatiin suora määritelmä funktiolle Tf avaruuden Lp tiheässä osajoukossa, joka tässä
tapauksessa oli L1∩Lp. Lause voitaisiin muotoilla myös esimerkiksi siten, että oletettaisiin
K ∈ L1
loc
ja osoitettaisiin tulos funktioille f ∈ S. Tästä tulos saataisiin laajennettua koko
avaruuteen Lp samaan tapaan kuin Lauseen 5.8 todistuksessa.
Halutaan sitten muotoilla tulos, jossa käytetään mahdollisimman yleisiä, suoraan yti-
mestä K riippuvia ehtoja. Ensinnäkin poistetaan oletus K ∈ L2 siirtymällä suorasta
määritelmästä Tf rajankäyntiin limε→0 Tεf . Oleellista on, että Lauseessa 5.8 vakio Cp ei
riipu normista ‖K‖2, joten näin voidaan tehdä. Toisekseen äsken oletettiin, että operaat-
tori T on rajoitettu L2:ssa (sillä oletettiin, että Kˆ ∈ L∞). Nyt halutaan päästä tästä
oletuksesta eroon ja todistaa L2-rajoittuneisuus samaan tapaan kuin rajoittuneisuus to-
distetaan muillekin eksponenteille p. Korvataan siis oletus ytimen K Fourier-muunnoksen
rajoittuneisuudesta suoraan ytimelle K määritellyillä suuruus- ja sileys-ehdoilla:
Lause 5.17. Olkoon K ydin, jolle on olemassa vakio B siten, että
(i) (suuruus) |K(x)| ≤ B|x|−n kaikilla |x| > 0,
(ii) (sileys)
∫
|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)|dx ≤ B kaikilla |y| > 0,
(iii) (kumoutuminen)
∫
R1<|x|<R2
K(x)dx = 0 kaikilla 0 < R1 < R2 <∞.
Olkoon f ∈ Lp(Rn), 1 < p <∞, ja asetetaan kaikille ε > 0 (Tεf)(x) =
∫
|y|≥ε f(x−y)K(y)dy.
Tällöin on olemassa vakio Cp siten, että
(5.18) ‖Tεf‖p ≤ Cp‖f‖p,
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missä Cp ei riipu ε:sta tai funktiosta f . Lisäksi kaikille f ∈ Lp(Rn) raja-arvo lim
ε→0
Tεf
suppenee Lp-normin mielessä. Kun määritellään operaattori T siten, että Tf := lim
ε→0
Tεf ,
niin epäyhtälö (5.18) pätee myös T :lle.
Ennen lauseen todistusta osoitetaan hyödyllinen lemma:
Lemma 5.19. Olkoon K kuten Lauseen 5.17 oletuksissa. Olkoon ε > 0 ja määritellään
Kε(x) =
{
K(x) jos |x| ≥ ε,
0 jos |x| < ε.
Tällöin Kε ∈ L2(Rn) ja on olemassa ainoastaan dimensiosta n riippuva vakio Cn siten,
että
(5.20) sup
ξ∈Rn
|Kˆε(ξ)| ≤ CnB kaikilla ε > 0.
Huomaa, että vakio B on Lauseen 5.17 vakio.
Todistus. Olkoon ε > 0. Käyttämällä ensin Kε:n määritelmää, sitten oletusta (i) ja siir-
tymällä lopuksi pallokoordinaatteihin saadaan
‖Kε‖22 =
∫
Rn
|Kε(x)|2dx =
∫
|x|≥ε
|K(x)|2dx ≤
∫
|x|≥ε
∣∣B|x|−n∣∣2dx = B2 ∫
|x|≥ε
|x|−2ndx
= B2ωn
∫ ∞
ε
rn−1r−2ndr = −ωnB2 1
n
∞/
ε
r−n =
ωnB
2
εnn
<∞.
Siis on osoitettu, että Kε ∈ L2(Rn).
Osoitetaan sitten epäyhtälö (5.20) ensin erikoistapauksessa ε = 1. Huomataan aluksi,
että Lauseen 5.17 ehdot (i) ja (iii) pätevät K1:lle:
|K1(x)| ≤ |K(x)| ≤ B|x|−n
ja ∫
R1<|x|<R2
K1(x)dx =

∫
1<|x|<R2
K(x)dx jos R2 > 1
0 jos R2 ≤ 1
 = 0.
Viimeisessä kohdassa
∫
1<|x|<R2 K(x)dx = 0 oletuksen (iii) nojalla.
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Osoitetaan sitten, että myös ehto (ii) pätee K1:lle. Jos |y| ≥ 1, niin joukossa
{x : |x| ≥ 2|y|} pätee |x| ≥ 2 ja |x− y| ≥ |x| − |y| ≥ 2|y| − |y| ≥ 1, ja siten∫
|x|≥2|y|
|K1(x− y)−K1(x)|dx =
∫
|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)|dx ≤ B.
Jos taas |y| < 1, niin∫
|x|≥2|y|
|K1(x− y)−K1(x)|dx =
∫
2|y|≤|x|≤2
|K1(x− y)−K1(x)|dx+
∫
|x|≥2
|K1(x− y)−K1(x)|dx.
Jälkimmäisessä integraalissa |x| ≥ 2, joten |x− y| ≥ |x| − |y| ≥ 2− 1 = 1 ja siis∫
|x|≥2
|K1(x− y)−K1(x)|dx =
∫
|x|≥2
|K(x− y)−K(x)|dx ≤ B.
Tarkastellaan sitten ensimmäistä integraalia:∫
2|y|≤|x|≤2
|K1(x− y)−K1(x)|dx ≤
∫
2|y|≤|x|≤2
|K1(x− y)|dx+
∫
2|y|≤|x|≤2
|K1(x)|dx.
Tehdään ensimmäiselle termille muuttujanvaihto x − y → z. Jos |x| = |z + y| ≤ 2, niin
|z| ≤ |z + y|+ |y| ≤ 2 + 1 = 3. Muistetaan vielä, että K1(z) = 0, kun |z| < 1. Tekemällä
muuttujanvaihdon, käyttämällä äsken tehtyjä havaintoja ja ehtoa (i), ja siirtymällä lopuksi
pallokoordinaatteihin saadaan∫
2|y|≤|x|≤2
|K1(x− y)|dx =
∫
2|y|≤|z+y|≤2
|K1(z)|dz ≤
∫
1≤|z|≤3
|K1(z)|dz
≤
∫
1≤|z|≤3
B|z|−ndz = ωnB
∫ 3
1
r−1dr = ωnB log 3.
Samaan tapaan saadaan toiselle termille∫
2|y|≤|x|≤2
|K1(x)|dx ≤ B
∫
1≤|x|≤2
|x|−ndx = ωnB log 2.
Siten kaiken kaikkiaan ollaan saatu arvio∫
|x|≥2|y|
|K1(x− y)−K1(x)|dx ≤ (ωn log 3 + ωn log 2)B.
SiisK1:lle pätee ehto (ii), kun yläraja korvataan vakiolla CB, missä C riippuu dimensiosta
n.
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Tarkastellaan sitten Fourier-muunnosta Kˆ1. Olkoon ξ ∈ Rn, jolloin saadaan
Kˆ1(ξ) = lim
R→∞
∫
B(0,R)
K1(x)e
−2piix·ξdx =
∫
|x|≤1/|ξ|
K1(x)e
−2piix·ξdx+ lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x|≤R
K1(x)e
−2piix·ξdx
=: I1 + I2.
K1 toteuttaa ehdon (iii), joten
∫
|x|≤1/|ξ|K1(x)dx = 0 ja siten I1 =
∫
|x|≤1/|ξ|(e
−2piix·ξ − 1)K1(x)dx.
Huomataan, että liikuttaessa yksikköympyrällä etäisyys pisteestä 1 on korkeintaan kaaren
pituus tarkastelupisteen ja pisteen 1 välillä, joten
∣∣e−2piix·ξ − 1∣∣ ≤ |2pixξ|. Siis saadaan
|I1| ≤
∫
|x|≤1/|ξ|
∣∣e−2piix·ξ − 1∣∣|K1(x)|dx ≤ 2pi ∫
|x|≤1/|ξ|
|ξ||x||K1(x)|dx
≤ 2piB|ξ|
∫
|x|≤1/|ξ|
|x|−n+1dx = 2piBωn|ξ|
∫ 1/|ξ|
0
rn−1r−n+1dr = 2piBωn|ξ|
∫ 1/|ξ|
0
1dr
= 2piBωn.
Kolmas epäyhtälö seuraa siitä, että K1 toteuttaa ehdon (i).
Arvioidaan sitten termiä I2. Valitaan z ∈ Rn siten, että z = 12 ξ|ξ|2 . Tällöin e2piiξ·z = −1.
Esitetään nyt termi I2 eri muodossa z:n avulla:
I2 = lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x|≤R
K1(x)e
−2piix·ξdx
=
1
2
lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x|≤R
K1(x)e
−2piix·ξdx+
1
2
lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x|≤R
K1(x)e
−2piix·ξdx
=
1
2
lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x|≤R
K1(x)e
−2piix·ξdx+
1
2
lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x−z|≤R
K1(x− z)e−2pii(x−z)·ξdx
=
1
2
lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x|≤R
K1(x)e
−2piix·ξdx− 1
2
lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x−z|≤R
K1(x− z)e−2piix·ξdx
=
1
2
lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x|≤R
K1(x)e
−2piix·ξdx− 1
2
 lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x|≤R
K1(x− z)e−2piix·ξdx
− lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x|≤R,
|x−z|≤1/|ξ|
K1(x− z)e−2piix·ξdx+ lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x−z|≤R,
|x|≤1/|ξ|
K1(x− z)e−2piix·ξdx

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=
1
2
lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x|≤R
(K1(x)−K1(x− z))e−2piix·ξdx
− 1
2
lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x+z|≤R,
|x|≤1/|ξ|
K1(x)e
−2piix·ξdx+
1
2
lim
R→∞
∫
1/|ξ|≤|x|≤R,
|x+z|≤1/|ξ|
K1(x)e
−2piix·ξdx
=: I3 + I4 + I5.
Kolmannella rivillä oikeanpuoleiselle termille tehtiin muuttujanvaihto x→ x−z, ja toiseksi
viimeisellä rivillä oleville termeille tehtiin muuttujanvaihdot x−z → x. Tarkastellaan vie-
lä lähemmin, mitä tapahtuu siirryttäessä neljänneltä riviltä viidennelle riville: Neljännellä
rivillä jälkimmäistä termiä integroidaan yli joukon, joka lähestyy joukkoa Rn, mutta josta
on poistettu z-keskinen 1/|ξ|-säteinen pallo. Halutaan saada termille integrointijoukoksi
sama joukko kuin ensimmäisellä termillä, eli toisin sanoen joukko, joka lähestyy joukkoa
Rn, mutta josta on poistettu origokeskinen 1/|ξ|-säteinen pallo. Tämä onnistuu jakamal-
la alkuperäinen integrointijoukko osiin. Integroidaan ensin siis niiden pisteiden yli, jotka
ovat pallon B(0, 1/|ξ|) ulkopuolella; tämä on haluamamme integrointijoukko. Alkuperäi-
sessä integrointijoukossa jäävät pois pisteet pallossa B(z, 1/|ξ|), joten nyt on vähennettävä
integraali yli pisteiden, jotka ovat pallossa B(z, 1/|ξ|) ja toisaalta pallon B(0, 1/|ξ|) ulko-
puolella. Lopuksi on vielä lisättävä integraali yli pisteiden, jotka ovat pallossa B(0, 1/|ξ|)
ja toisaalta pallon B(z, 1/|ξ|) ulkopuolella.
Arvioidaan nyt termejä I3, I4 ja I5. Koska |z| = 12|ξ| eli 1|ξ| = 2|z|, niin
|I3| ≤ 1
2
∫
|x|≥1/|ξ|
|K1(x)−K1(x− z)|dx = 1
2
∫
|x|≥2|z|
|K1(x− z)−K1(x)|dx ≤ CB,
missä viimeinen epäyhtälö seuraa siitä, että K1 toteuttaa ehdon (ii) vakiolla CB.
Huomataan sitten, että kun |x+ z| ≥ 1/|ξ| ja |x| ≤ 1/|ξ|, niin 1/|ξ| ≥ |x| =
|x+ z − z| ≥ |x+ z| − |z| ≥ 1/|ξ| − 1/(2|ξ|) = (1/2)|ξ|−1. Siten käyttämällä ensiksi tätä
tietoa ja sitten ehtoa (i) saadaan
|I4| ≤ 1
2
∫
(1/2)|ξ|−1≤|x|≤|ξ|−1
|K1(x)|dx ≤ 1
2
∫
(1/2)|ξ|−1≤|x|≤|ξ|−1
B|x|−ndx
=
1
2
ωnB
1
|ξ|∫
1
2|ξ|
r−1dr =
1
2
ωnB
[
log
(
1
|ξ|
)
− log
(
1
2|ξ|
)]
=
1
2
ωnB log 2.
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Vastaavanlaisella päättelyllä saadaan
|I5| ≤ 1
2
∫
|ξ|−1≤|x|≤(3/2)|ξ|−1
|K1(x)|dx ≤ 1
2
∫
|ξ|−1≤|x|≤(3/2)|ξ|−1
B|x|−ndx = 1
2
ωnB log(3/2).
Yhdistämällä kaikki saamamme arviot saadaan lopulta
|Kˆ1(ξ)| ≤ |I1|+|I2| ≤ |I1|+|I3|+|I4|+|I5| ≤ 2piBωn+CB+1
2
ωnB log 2+
1
2
ωnB log(3/2) =: CnB.
Vakio Cn todella riippuu ainoastaan dimensiosta n, sillä C ja ωn riippuvat vain n:stä.
Osoitetaan sitten lemma yleisessä tapauksessa ε > 0. Olkoon K ′(x) = εnK(εx). Täl-
löin K ′:lle pätee ehdot (i), (ii) ja (iii) samalla vakiolla B:
|K ′(x)| = |εnK(εx)| ≤ εnB|εx|−n = B|x|−n,
∫
|x|≥2|y|
|K ′(x− y)−K ′(x)|dx =
∫
|x|≥2|y|
|εnK(εx− εy)− εnK(εx)|dx
=
∫
|x/ε|≥2|y|
εnε−n|K(x− εy)−K(x)|dx
=
∫
|x|≥2|εy|
|K(x− εy)−K(x)|dx
≤ B
ja ∫
R1<|x|<R2
K ′(x)dx =
∫
R1<|x|<R2
εnK(εx)dx =
∫
R1<|x/ε|<R2
K(x)dx =
∫
εR1<|x|<εR2
K(x)dx = 0.
Kun nyt asetetaan
K ′1(x) =
{
K ′(x) jos |x| ≥ 1,
0 jos |x| < 1,
niin todistuksen alkuosan nojalla on olemassa dimensiosta n riippuva vakio Cn siten, että
sup
ξ∈Rn
|K̂ ′1(ξ)| ≤ CnB. Siten koska
(ε−nK ′1(ε
−1x))̂(ξ) = ∫
Rn
ε−nK ′1(ε
−1x)e−2piix·ξdx =
∫
Rn
K ′1(x)e
−2piiεx·ξdx = K̂ ′1(εξ),
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niin myös sup
ξ∈Rn
|(ε−nK ′1(ε−1x))̂(ξ)| ≤ CnB. Ytimien K ′1 ja K ′ määritelmien nojalla
ε−nK ′1(ε
−1x) =
{
ε−nK ′(ε−1x) jos |ε−1x| ≥ 1,
0 jos |ε−1x| < 1
=
{
ε−nεnK(ε(ε−1x)) jos |ε−1x| ≥ 1,
0 jos |ε−1x| < 1
=
{
K(x) jos |x| ≥ ε,
0 jos |x| < ε
= Kε(x),
joten itse asiassa sup
ξ∈Rn
|Kˆε(ξ)| ≤ CnB.
Nyt voidaan todistaa Lause 5.17:
Lauseen 5.17 todistus. Olkoon f ∈ Lp(Rn) ja ε > 0. Osoitetaan aluksi, että Tεf on yli-
päätään hyvin määritelty. Huomataan, että
Tεf(x) =
∫
|y|≥ε
f(x− y)K(y)dy =
∫
Rn
f(x− y)Kε(y)dy = (f ∗Kε)(x).
Lemman 5.19 todistuksessa osoitettiin, että Kε ∈ L2. Samaan tapaan voidaan osoittaa,
että Kε ∈ Lq. Siis f ∈ Lp ja Kε ∈ Lq, joten Hölderin epäyhtälön nojalla Tεf on hyvin
määritelty.
Osoitetaan sitten funktion Tεf Lp-rajoittuneisuus: Lemman 5.19 nojalla Kε ∈ L2(Rn)
ja ytimenKε Fourier-muunnos on oleellisesti rajoitettu vakiolla CnB. Lisäksi Lauseen 5.17
ehto (ii) pätee ytimelle Kε vakiolla CnB. Tämä nähdään helposti käyttämällä hyödyksi
muotoa Kε(x) = ε−nK ′1(ε
−1x) ja sitä, että Lemman todistuksen alussa vastaava tulos
osoitettiin ytimille K1 (huomaa, että kyseisessä todistuksessa vakio oli CB, missä C ≤
Cn =⇒ erityisesti tulos pätee siis myös vakiolla CnB). Siis ydin Kε toteuttaa Lauseen 5.8
oletukset, joten on olemassa indeksistä p, dimensiosta n ja vakiosta CnB riippuva vakio
Cp siten, että
‖Tεf‖p = ‖f ∗Kε‖p ≤ Cp‖f‖p.
Erityisesti vakio Cp ei riipu ε:sta eikä funktiosta f , sillä Cn riippuu vain dimensiosta n.
Osoitetaan, että lim
ε→0
Tεf suppenee Lp-normin mielessä. Olkoon ensiksi f1 ∈ C1c , siis f1
on jatkuvasti derivoituva kompaktikantajainen funktio. Ehdon (iii) nojalla
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∫
ε≤|y|≤1K(y)dy = 0, joten
Tεf1(x) =
∫
|y|≥ε
K(y)f1(x− y)dy
=
∫
|y|≥1
K(y)f1(x− y)dy +
∫
ε≤|y|≤1
K(y)(f1(x− y)− f1(x))dy
= T1f1(x) +
∫
ε≤|y|≤1
K(y)(f1(x− y)− f1(x))dy
=: T1f1(x) + gε(x).
Huomataan ensiksi, että koska f1 on kompaktikantajainen, niin f1(x − y) − f1(x)
on kompaktikantajainen x:n funktiona. Siten gε on kompaktikantajainen. Olkoon N se
rajoitettu joukko, jonka ulkopuolella gε(x) = 0.
Huomataan sitten, että funktiolle f1 pätee
|f1(x− y)− f1(x)| ≤ |y|
∫ 1
0
|∇f1(x− ty)|dt ≤ A|y|,
missä A on x:stä ja y:stä riippumaton vakio. Ensimmäinen arvio seuraa funktion f1 deri-
voituvuudesta (samaan tapaan kuin Proposition 5.16 todistuksessa) ja toinen arvio seuraa
siitä, että funktio f1 on kompaktikantajainen.
Äskeisen arvion ja ehdon (i) nojalla
|gε(x)− g0(x)| =
∫
0≤|y|≤ε
|K(y)(f1(x− y)− f1(x))|dy
≤
∫
0≤|y|≤ε
A|K(y)||y|dy ≤ AB
∫
0≤|y|≤ε
|y|−n+1dy
= ABωn
∫ ε
0
1dr = ABωnε
−→ 0 kun ε→ 0.
Koska tämä pätee kaikilla x ∈ N , niin myös supx∈N |gε(x)− g0(x)| → 0, kun ε→ 0. Siten
saadaan
‖Tεf1 − T1f1 − g0‖p = ‖gε − g0‖p ≤ sup
x∈N
|gε(x)− g0(x)||N |1/p → 0, kun ε→ 0.
Siis Tεf1 suppenee Lp-normin mielessä kohti funktiota T1f1 + g0. Huomaa, että suppene-
misessa joukon N rajoittuneisuus on oleellista.
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Olkoon nyt f ∈ Lp. Osoitetaan, että Tεf on Cauchy-jono Lp:ssä; tällöin se suppenee
Lp-normin mielessä täydellisyyden nojalla. Olkoon η > 0. Koska C1c on tiheä avaruudessa
Lp, niin voidaan valita f1 ∈ C1c siten, että ‖f − f1‖p < 14Cpη. Äsken osoitetun nojalla Tεf1
suppenee Lp-normin suhteen, joten erityisesti se on Cauchy-jono ja voidaan valita m > 0
siten, että ‖Tεf1 − Tδf1‖p < 12η, kun ε, δ < m. Aiemmin osoitetun Lp-rajoittuneisuuden
nojalla ‖Tε(f − f1)‖p ≤ Cp‖f − f1‖p, missä erityisesti Cp ei riipu ε:sta. Tämän ja kolmio-
epäyhtälön nojalla
‖Tεf − Tδf‖p ≤ ‖Tε(f − f1)‖p + ‖Tεf1 − Tδf1‖p + ‖Tδ(f1 − f)‖p
≤ Cp‖f − f1‖p + ‖Tεf1 − Tδf1‖p + Cp‖f − f1‖p
= 2Cp‖f − f1‖p + ‖Tεf1 − Tδf1‖p
< 2Cp
1
4Cp
η +
1
2
η
= η,
kun ε, δ < m. Siten Tεf on Cauchy-jono ja lim
ε→0
Tεf suppenee Lp-normin mielessä.
Osoitetaan vielä epäyhtälö (5.18) operaattorille Tf = lim
ε→0
Tεf . Äsken osoitettiin, että
lim
ε→0
Tεf suppenee, joten ‖Tf − Tεf‖p → 0 kun ε→ 0. Siten koska kaikille ε > 0 pätee
‖Tf‖p = ‖Tf − Tεf + Tεf‖p ≤ ‖Tf − Tεf‖p + ‖Tεf‖p ≤ ‖Tf − Tεf‖p + Cp‖f‖p,
niin on oltava ‖Tf‖p ≤ Cp‖f‖p.
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Luku 6
Esimerkkejä
Esimerkki 6.1. Esitetään toinen todistus Hilbert-muunnoksen olemassaololle ja rajoit-
tuneisuulle Lp-avaruuksissa; tehdään tämä Lauseen 5.17 avulla.
Määritellään kaikille ε > 0 ja f ∈ Lp, 1 < p <∞, Hεf(x) := 1pi
∫
|y|≥ε
f(x−y)
y
dy, x ∈ R.
Merkitään K(x) = 1
pix
, x ∈ R. Osoitetaan, että K:lle pätee Lauseen 5.17 ehdot:
(i) |K(x)| = 1
pi
|x|−1;
(ii) kun |y| > 0, niin
pi
∫
|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)|dx =
∫
|x|≥2|y|
∣∣∣∣ yx(x− y)
∣∣∣∣dx ≤ ∫
|x|≥2|y|
|y|
x2 − |xy|dx ≤
∫
|x|≥2|y|
|y|
x2 − |x| |x|
2
dx
≤
∫
|x|≥2|y|
2|y|
x2
dx = 2|y|
−2|y|/
−∞
−1
x
+ 2|y|
∞/
2|y|
−1
x
= 2;
(iii) kun 0 < r < R <∞, niin
pi
∫
r<|x|<R
K(x)dx =
∫
r<|x|<R
1
x
dx =
−r/
−R
log|x|+
R/
r
log|x| = 0.
Siten Lauseen 5.17 nojalla kaikilla f ∈ Lp, 1 < p <∞, on olemassa Hilbert-muunnos
lim
ε→0
Hεf(x) = lim
ε→0
1
pi
∫
|y|≥ε
f(x− y)
y
dy
Lp-normin suhteen, ja lisäksi limε→0Hεf on rajoitettu avaruudessa Lp.
50
Esimerkki 6.2. Tarkastellaan Hilbert-muunnoksen n-ulotteista vastinetta, Rieszin
muunnosta. Olkoon f ∈ S(Rn). Funktion f j:s Rieszin muunnos on
(6.3) Rjf(x) = cn p.v.
∫
Rn
yj
|y|n+1f(x− y)dy, 1 ≤ j ≤ n,
missä cn = Γ
(
n+1
2
)
pi−
n+1
2 (Γ on kaikille t ∈ C\{Z−∪{0}}määritelty gammafunktio, Γ(t) =∫∞
0
xt−1e−xdx) ja pääarvointegraali on määritelty analogisesti yksiulotteisen määritelmän
(4.2) kanssa. Rieszin muunnokset ovat hyvin määriteltyjä kaikille Schwartzin funktioille
ja itse asiassa voidaan osoittaa, että muunnokset ovat hyvin määriteltyjä ja rajoitettuja
kaikille f ∈ Lp(Rn). Todistetaan tämä Lauseen 5.17 avulla.
Merkitään K(x) := cn
xj
|x|n+1 . Osoitetaan ytimelle K Lauseen 5.17 ehdot:
(i) |K(x)| = |cn| |xj ||x|n+1 ≤ |cn||x|
−n
(ii) Olkoon |y| > 0.
1
cn
∫
|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)|dx =
∫
|x|≥2|y|
∣∣∣∣ xj − yj|x− y|n+1 − xj|x|n+1
∣∣∣∣dx
=
∫
|z|≥2
∣∣∣∣ zj|y| − yj|z|y| − y|n+1 − zj|y||z|n+1|y|n+1
∣∣∣∣|y|ndz
= |y|n
∫
|z|≥2
1
|y|n
∣∣∣∣∣∣∣
zj − yj|y|∣∣∣z − y|y| ∣∣∣n+1 −
zj
|z|n+1
∣∣∣∣∣∣∣dz
=
∫
|z|≥2
∣∣∣∣∣(zj − ηj)|z|n+1 − zj|z − η|n+1|z|n+1|z − η|n+1
∣∣∣∣∣dz.
Toisessa yhtäsuuruudessa käytettiin sijoitusta x = z|y| ja viimeisessä sijoitusta η = y|y| .
Arvioidaan osoittajaa ylöspäin:
∣∣(zj − ηj)|z|n+1 − zj|z − η|n+1∣∣ ≤ |ηj||z|n+1 + ∣∣zj|z|n+1 − zj|z − η|n+1∣∣
≤ |z|n+1 + |zj|
∣∣|z|n+1 − |z − η|n+1∣∣
≤ |z|n+1 + |z|∣∣|z|n+1 − |z − η|n+1∣∣.
Huomaa, että η on yksikkövektori, joten |ηj| ≤ 1. Tutkitaan termiä
∣∣|z|n+1 − |z − η|n+1∣∣:
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Olkoon f : Rn → R, f(x) = |x|n+1. Tällöin
|∇f(x)| =
∣∣∣∣∣(n+ 1)|x|n−1
n∑
j=1
xj
∣∣∣∣∣ ≤ n(n+ 1)|x|n−1 maxj |xj| ≤ n(n+ 1)|x|n.
Väliarvolauseen nojalla on olemassa piste ξ pisteitä z ja z − η yhdistävällä janalla siten,
että ∣∣|z|n+1 − |z − η|n+1∣∣ = |f(z)− f(z − η)| = |∇f(ξ)||η| = |∇f(ξ)|
≤ n(n+ 1)|ξ|n
≤ n(n+ 1) max{|z|, |z − η|}n
≤ n(n+ 1)(1 + |z|)n
≤ n2(n+ 1)|z|n.
Siis osoittajalle on saatu arvio∣∣(zj − ηj)|z|n+1 − zj|z − η|n+1∣∣ ≤ |z|n+1 + n2(n+ 1)|z|n+1 ≤ (n4 + 2)|z|n+1.
Arvioidaan vielä nimittäjää alaspäin:
|z|n+1|z − η|n+1 ≥ |z|n+1(|z|n+1 − |η|n+1) ≥ |z|n+1(|z|n+1 − |z|
n+1
2
) =
|z|2n+2
2
.
Sijoitetaan saadut arviot integraaliin, jolloin saadaan
1
cn
∫
|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)|dx ≤
∫
|z|≥2
2(n4 + 2)|z|n+1
|z|2n+2 dz
= 2(n4 + 2)
∫
|z|≥2
1
|z|n+1dz
= 2(n4 + 2)ωn
∞∫
2
rn−1
rn+1
dr
= 2(n4 + 2)ωn
∞∫
2
1
r2
dr
= (n4 + 2)ωn.
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(iii) Olkoon 0 < r < R <∞. Koska ydinK on pariton ja joukkoA := {x ∈ Rn : r < |x| < R}
on symmetrinen origon suhteen (siis jos x ∈ A, niin myös −x ∈ A), niin∫
r<|x|<R
K(x)dx = 0.
Siis Lauseen 5.17 suuruus-, sileys- ja kumoutumisehdot pätevät Rieszin muunnoksen
ytimelle, joten Rieszin muunnos on hyvin määritelty kaikille f ∈ Lp.
Rieszin muunnoksia käytetään muun muassa osittaisdiﬀerentiaaliyhtälöiden tutkimi-
seen. Esitetään tässä yksi esimerkki Rieszin muunnosten soveltamisesta:
Olkoon f ∈ S(Rn) ja u distribuutio, joka ratkaisee Laplacen yhtälön
∆(u) = f
eli
(∂x21 + · · ·+ ∂x2n)u = f.
Osoitetaan, että distribuution u toisen kertaluvun derivaatat voidaan esittää funktion f
Rieszin muunnosten avulla. Huomataan ensin, että Fourier-muunnoksen ominaisuuden
2.4 nojalla
fˆ(ξ) = F((∂x21 + · · ·+ ∂x2n)u)(ξ) = ((2piiξ1)2 + · · ·+ (2piiξn)2)uˆ(ξ) = −4pi2|ξ|2uˆ(ξ).
Olkoon nyt 1 ≤ j, k ≤ n. Käyttämällä ensin Fourier-muunnoksen ominaisuutta 2.4 ja
sitten äsken saatua esitystä uˆ:lle saadaan
∂j∂ku = F−1((2piiξj)(2piiξk)uˆ(ξ))
= F−1
(
(2piiξj)(2piiξk)
−4pi2|ξ|2 fˆ(ξ)
)
= F−1
(
iξj
|ξ|
−iξk
|ξ| fˆ(ξ)
)
.
Schwartzin funktioille Rieszin muunnoksen Fourier-muunnos on
(Rjf )̂(ξ) = −i ξj|ξ| fˆ(ξ)
(todistusta varten ks. [3] Proposition 4.1.14), joten
Rjf(ξ) = F−1
(
−i ξj|ξ| fˆ(ξ)
)
.
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Siten saadaan
F−1
(
iξj
|ξ|
−iξk
|ξ| fˆ(ξ)
)
= F−1
(
iξj
|ξ|F
(
F−1
(−iξk
|ξ| fˆ(ξ)
)))
= F−1
(
iξj
|ξ|F (Rkf)
)
= −RjRkf.
Siis ∂j∂ku = −RjRkf . Rieszin muunnosten avulla voidaan siis selvittää etsityn distribuu-
tion u toisen kertaluvun osittaisderivaatat.
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